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Index lomu se méni v prostoru: n=n(F)

Monochromaticka EM vina
E(F,t)=&(F)exdiat +ikg(F)]
H(F,t) = h(F)exdiat +ikg(F)]

| Maxwellovy
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Reseni paprskové rovnice:

* analytické
(s pouzitim paraxialni aproximace)
* numerické
(Runge-Kuttova metoda, program Oslo)

1.0 Eikonalova rovnice

O¢M¢ =n°

Typy nehomogennich prostredi
(moznost simulace v programu Oslo):

« axialné-radialni gradient
« axialni elipticky gradient
» Woodova ¢oc¢ka

* SELFOC gradient

» sféricky gradient

» Maxwellova rybi oko

* Luneburgova ¢ocka




Uloha I.1: Prost fedi s axialnim gradientem

Zadani: Urcete trajektorii paprsku, které se §iti prostfedim, jehoz index lomu je uréen funkci n=A+Blz
kde A a B jsou realné konstanty. Paprsek lezi v roviné (x,z) a v roviné z=0 ma vzdalenost x, od osy z a svira
S ni uhel B,. ReSeni ulohy ovéfte simulaci Sifeni paprsku v programu Oslo Premium.

Postup vypo ¢€tu:
Paprskova rovnice pro axialni zménu indexu lomu : g(nsiné?) =0 kde sin@d= Lhe = M-
ds ’ ds b +dZ

-

% dx

2
Pouziti okrajové podminky: —_— J‘\/ A+Bz)’ - Asin’ g,

Asing,

Trajektorie paprsku: X(2) =

Diskuze vysledku:
* Soucin nsin 6 je v prostfedi konstantni — pro libovolnou vzdalenost Sifeni paprsku je spinén

zakon lomu: n(z)sind(z) = n, sing,
* Trajektorie paprsku je odliSna pro B, =B a B, =- B.
« Pro B=0 je trajektorie paprsku pfimocara: X(z) =X, +z[tg§,




Prostiedi s axialnim gradientem — program OSLO Premium

B Surface Data

Zadani parametr U
prost redi:

The index distribution is given by

o Select special data type:

?

nirz) = i+ nz\yz +m2z° +mz3z° + nzdz”
2

121 i

RN

+nrlr? +nr2r? + nra3r® + nrast

[ en || setup || wavelenath || Field Foints |[ wariables ||

Oraw Off || Group || Notes |

Lens: Mo name Z0oom 1

of

1 EFfl E.8295e+35

£ Gradient Index Data = Surface Data

Ent beam radius 5.000000 Field angle 45 .000000 Primary wavln 0.5575&0 where
SRF RADIUS THICKNESS APERTURE RADIUS GLASS SPECIAL 73
0OE] o.000000 [ | 1.o000e+z0 [ | 1.o0000e+z0 atr [ ] [ = Ty
o.oooo000 [ | 1oo.c0oc000 [ | zo.oo0000 Glasst ] LS50 sirace note ()
o.oooooo [ | o.oooooo [ | zs.3essls AR [ ] [ siurface Contral (F) )
o.oooo00 [ | o.oooooo [ | zs.3essls Coordinates (C)

Polynomial Asphere (&)

Spline Surface (5)

T B .

o 1 - ] | Diffractive Surface (0
0. ] - - .
X || Gradient Ind )
=B : :
? — Mulkilaver Coating ()
SOIGacEl Polarization Element (Z)
User Surface (L) »
GOT ARG Step Size: X i
Interferametric Defarmation (1
wyN  wavelength NZ1 NZ2 NZ32 NZ 4 .
) [\I EE Direct Glass Index Entry = Surface Data
1 0.557560 0.10000 0.000000 0.000000 0.000000
2 0.48581320 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 ol
N [~
E} 0.656270 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 o4
wyN  wavelength NR1 NR2 NRZ NR 4 ?
Surface 1
1 0.557560 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
z 0.486130 0, 000000 0. 000000 0.000000 0. 000000 Glass Mame: GLASSL
2 0.656270 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 000000 Hbr wawelength Index
GRIN coordinate system decentrationstilt: | Mone | = 0.455130 1. oooooo
3 0.656270 1. 000000
Delete GRIN Medium |
—




Prostredi s axialnim gradientem — program OSLO Premium

Zadani parametr G paprsku:

EES Paraxial Setup Editor = Surface Data

Uhel zorného
pole

Polomér vstupniho
svazku

working f-nbr
Aperture divisions across pupil Tor spot diagram:

Gaussian beam

Podminky vykresleni paprsk :

EEf Lens Drawing Conditions < Surface Data

object to FPL
Gaus img dist

Aperture Field
entr beam rad* [ EEEEEE Fie1d angle - Object dist
Object MaA object height
£, ray slope Gaus image ht
Image HA

PPz to image
Magnification

o
% | cet
2 paprsku

Initial distance: Final distance:

Horizontal wiew ang'le. 240 vertical wiew angfe:

First surface to draw: [ 0 |

¥ shift: 0.000000 v shjft: 0. 000020
Apertures: Rings: Spakes:

Oraw aperture stop: @ OTT Cp On H#
shaded solid color - Red: [ 1FE | GrEeng

Frac ¥ Obj Frac x Obj Raypy Min Pupil Max Pupil

[_A.oo0000

Last surface to/draw:
D=F IGES “wiew:

Pocet
svazkul

Pfedmétova
vzdalenost
Zonjugates \

1.0000e+20
1.0000e+20)

17.030000

o] Autodraw:

(4 | Image space rays: | Final dist

Znazorn éni chodu paprsk u:

ERUW 1 - Lens Drawing *
ERTS6 DHS 5B

FOCAL LEMGTH = 5. 628e+35 HA = Ge-20

axial gardient

UMITS: kM
OES: 500

12.2

ch back of reflectars:

155 Elue:
Humber of ray fans in lens grawings: Foints for aspheric profiles:

3 Off & 0on

Offset Fv Fx=  whwno CTQ

[ 1.o00000] | o.000000] [ 8 |[ -1.0o0o0o000 [ 1.00000d] |

o.oo00000 @ O

1][ o]




Zadani: Urcete trajektorii paprsku, které se §ifi prostfedim, jehoz index lomu je uréen funkci n= n0(1—a2r2/2),
kde ng a a jsou realné konstanty a r? = x*+ y” Paprsek lezi v roviné (r,z) a v roviné z=0 ma vzdalenost r,
od osy z a svira s ni uhel 8,. ReSeni ulohy ovéfte simulaci Sifeni paprsku v programu Oslo Premium.

Postup vypo ¢étu:

. : . . d’r 2
Paprskova rovnice upravena s pouzitim paraxialni aproximace d/ds=d/dz: EHY r=0

Trajektorie paprsku:

Sklon paprsku vzhledem k ose

Diskuze vysledku:

27
« Paprsky maji periodickou trajektorii, perioda je: A\ =7

« Pro paprsky, které v roviné z=0 vychazeji z osy z, ma periodicka trajektorie amplitudu r,.., = 6,/a.

 Pro paprsky, které jsou rovnobézné s osou z, ma periodickd trajektorie amplitudu I = lo-




Prostfedi SELFOC — program OSLO Premium

Zadani parametr U
prost redi:

This gradient is a radial gradient in a form used by Nippon Sheet Glass (NSGY.

EE Surface Data
Select special data (ype w2 () = n\g’p_ (rp)? +nr2orls)* + ne3meln)® +nrdcorls)
perioda: /\ = Zﬂ/ nril
2 I nr2=nr3=nr4=0:
2
[ Gen || setup || wawveledath || Field Points || variables || oraw off T n=n0[1—(nr]r) /2]
Lens: SELFOC Zoom 1 of 1 e/ NE TS
Ent beam radius 0.200000 Field angle L.7296e-05 Primary wavln 0.E87550
SRF RADTUS | THICKNESS APERTURE RADTUS GLASS SF'ECIAL
0gl o.oooo000 [ | |t.ooooe+zo [ | 1.o0000e+14 atr [ |
0.000000 1.000000 GLass1 [ |: Surface Nate (V)
o.oooo00 [ | oc.oooooo [ | o0.s00000 AR [ ] [ siurface Control (F) )
o.ooo000 [ | o.oooooo [ | o.sooooo Coordinates (C)

Palynomial Asphere (A
Spline Surface (5)
DifFractive SurFan:e {m)]

T B A

of Gradient Index (15) v SELFOC Gradient
% 0.1 Multilayer Coating (M)
Polarization Element (Z)
?ur‘face 1 Iser Surface I.:U:I . »
Interferometric Deformation (1)
50T SEL Step 5ize: B Direct Glass Index Entry = Surface Data
of
WM wavelength MR 1 MR.2 NR.3 MR 4 b
1 0. 587560 0, 200000 0. 000000 0. 000000 0, 000000 “-?
2 0.486130 0. 000000 0. 000000 0.000000 0. 000000 surface 1
2 0. 656270 0, 000000 0. 000000 0. 000000 0, 000000 51as5s MWame: GLASS1
Mbr wavelength Index
GRIN coordinate system decentration/tilt: | Hone | 1 0.587560
E 0.45%5130 1.000000
3 0.856270 1.000000
Oelete GRIN Medium |
—_— e e —




Prostfedi SELFOC — program OSLO Premium Zadani parametr 0
paprsku:

EEH Paraxial Setup Editor = Surface Data |T||E| X

: Uhel zorného Pfedmétova
2 pole vzdalenost
Field ¥ Conjugates

Entr beam rad*

* 10.000000f object dist 1.0000e+20

Object Ha Object height Object to FF1
#. ray slope [ -0.000171] Gaus image ht Gaus img dist
Image Na PPz fo image
working f-nbr magnificatiaon
Aperture diwvisions across pupil for spot diagram:

Gaussian beam
—————

Vykresleni paprsk U

2 UW 1 - Lens Drawing * : E| X R UW 1 - Lens Drawing *
BT HS &8 % 85 BISES &% 33852
ZELFCC UNITS: b SELFCC UMITS: kM
FOCAL LEWNGTH = 4082 Mo = 0.G001955% OES: O5L0 FOCAL LENGTH = 4092 M = 00007337 DES: &L0
2y Paraxialni chod paprsku: 5.59 Neparaxialni chod paprsku:

polomér svazku 0.8 mm polomér svazku 3 mm

| A =217/nrl =31.42 mm |

Chod paprsku ovlivnén
sférickou vadou




Prostfedi SELFOC — program OSLO Premium

ER LW 1 - Lens Drawing *

ERSS6 &E S 5B

Vykresleni paprsk U

ELFCC
FOCAL LEWGTH = 4082 Ha = 0.C00195%

UWITS: kM
OES: =0

ERUW 1 - Lens Drawing *

B {1

DS DEE GBS

Z.

=]

T Paraxialni chod paprsku:

polomér svazku 0.8 mm,
zorné pole 15°

=ELFCC
FOCAL LEWGTH = 40582 HM& = 00007332

UWITS: kM
OES: =0

LTS

=

4

N

Wl

Nearaxiélni chod paprsku:
polomér svazku 3 mm,
zorné pole 15°

ARRRARAY

Chod paprsku ovlivnén
komou




Uloha 1.3: Gradientni éoéka

Zadani: Urcete ohniskovou vzdalenost gradientni ¢ocky, ktera ma tloustku d a je vyrobena ze SELFOC

materialu o indexu lomu n=n,{1-a°r?/2]
Ulohu feste obecné a nasledné provedte vycisleni pro parametry d=20 mm, n,=1.5 a @=0.05.
Spravnost vypodtu ovéfte pomoci programu Oslo Premium.

Prachod paprsk ¢ gradientni (GRIN) €o€kou Z trajektorie paprsku a geometrie ur ~ &ime:

LS Poloha obrazového ohniskového bodu
L N . Cos(a'd)
R " nyasin(ad)
H' | \I,F,
/ Poloha obrazového hlavniho bodu
" ;= codad)-1
_‘_'_'__,———'_'_'_'__'_'_ - 7 A\
S— " nyasin(ad)
Z'y Z':
f, |-
d




Gradientni ¢o¢ka — program OSLO Premium

B Surface Data = B Parametry prostredi:
Select thickness option: o
: fxial ray height... j — N, = 15,
7 a =nr1=0.05
[ Gen |[ setup || wavelength || Field Foints |[ wariables || oraw off |[ Group |[ Hotes |
Lens: GRIN lens Zoom 1 of 1 Efl  15.845268 _ cos(ad)
Image HUM aper 0.450000 Field angle E.7F296e-05 Primary wavln 0.5575&0 = =W=8561 mn\1]

SRF RADIUS THICKNESS APERTURE RADIUS GLASS SPECIAL Mo SIN\A

0EJ o.o0o0000 [ | 1.o000e+zo [ | 1.0000e+14 atr [ | ]

AST o.0o0000 | zo.oooooo [ ] 7.5o0000 GLassi [ ] fr= 1 —15845 mm
o.oooo00 | 0.000000 3.852567 arr [ ][] noasin(ad) ' \I
o.oo0000 [ | 8.55123§‘ S Direct specification | AIR L1 [

0.000000 [_] 0. 000008 fial ray height..,

Pickups (P} »
Mariable (4
Special variable... ()

Chief ray height. ..
Edge thickness...

ERUW 1 - Lens Drawing ™

EEGOO HiEs HE s

ER UW 1 - Lens Drawing *

ERSS8 &S 7= 0BG

(RIN lens UWITS: M FIN lens UWITS: WM
FOCAL LENGTH = 15.B5 ] N& = 0.45 DES: O5L0 FOCAL LENGTH = 15.B5 [ MA = 0.45 DES: (SLO
\Y) i A/
i == Zorné pole: 150
— A

4




Gradientni ¢o¢ka — program OSLO Premium

Zobrazeni gradientni €o€kou

ERUW 1 - Lens Drawing *

BEGGS DS 6 =

D~
3
D¢
=
=
=
(@]
3
I
1
|_\

pFién

B UW 1 - Lens Drawing *

BRGOGS 855G

Mo nome
FOCAL LEMGTH = 1585 Mb& = 0.4

UNITS: kM
OES: 500

Mo nome
FOCAL LEMCTH = 15.85 MN& = 0.4

UMITS: ki
OES: <=0

6.8




Uloha I.4: Luneburgova &oéka — program Oslo Premium

Zadani: V programu Oslo Premium ovérte funkci Luneburgovy ¢ocky, kterd umozriuje fokusaci
monochromatické rovinné viny. Znazornéte paprskovou kaustiku pro osovy a mimoosovy svazek
rovnobéznych paprskd dopadajicich na ¢o€ku. V programu Oslo Premium simulujte ¢innost teleskopu
sestaveného z Luneburgovych ¢ocek.

Zakladni informace:

Luneburgova €oc€ka je optické prostiedi se sféricky symetrickym, prostorové proménnym indexem lomu,
které poskytuje dokonalé geometrické zobrazeni dvou koncentrickych sfér (jedna sféra se zobrazuje

na druhou). NejjednodussSim typem je Luneburgova fokusaéni ¢o¢ka (Rudolf Luneburg, 1944), kterd ma
tvar koule a je z materidlu, jehoz index lomu se od stfedu ¢ocky k jejimu povrchu zmenSuje.

Cocka zobrazuje nekoneéné vzdaleny predmétovy bod na protilehlou plochu &ogky.

n=1
¥ Index lomu:

ﬂ&
Y
2/

_-—'-'-'-FF

r= /X2 + yz + 72
Elipticka draha

paprsku R ... polomér ¢ocky




Luneburgova ¢ocCka — program Oslo Premium

EE Surface Data

Select special data type:

7

alr = fpaf2 - [:r"'fnrl)2

AN

where

| Gen || setup || wawvelenath || Field Points || wariables || oraw off || Group || Motes |

Lens: Luneburg Tens

Zaom 1 of 1

iz = sz +_)f2 +(z— sgc}z

EH Gradient Index Data < Surface Data

Ent beam radius 4.500000 Field angle 5.7296e-05 Primary wavln 0.587560
SRF RADIUS THICKMESS APERTURE RADIUS GLASS SPECIAL
0EJ o.oo0000 [ | 1.o0000e+zo | 1.0000e+14 arr [ | [
c.ooooo0 [ | 1o.oooooo [ | s.ooo0000 stR ] LS siface Nete (u)
.oo0oo00 [ ] o.oooocoo [ ] s.oooooo0 [ | Atk [ ] [ surface Contral (F) )
.oooo000 [ | o.ooccoo [ ] s.ocooo0 [ | Coordinates (C)

of
x B2
?

Delete GRIN Medium |

surface 1
GOT LEG step size: [ EFEEEEEE
S S .o0o0oao
WM wavelength MR.1
1 0.5875&0 . 0000ao
2 0.485120 0. o0Qooo
3 0.656270 0. o000ao

Paolynomial Asphere {a) »
Spline Surface (5) »
Diffractive Surface (D) »
iaradient Index (&) r
Mulkilayer Coaking (M)
Palatizakion Element (2)

User Surface {1 k
Interferometric Deformation (I

v Luneburg Lens

GRIN coordinate system decentrationstilt: |

Hone |

Parametry ¢ocky:

- polomér kulicky R = nrl =5 mm,
-ny=1,

- Sgc = 5 mm.



Luneburgova ¢ocCka — program Oslo Premium

Vykresleni paprsk

¥ UW 1 - Lens Drawing * [=][B]5 JlmUuW 1 - Lens Drawing *
ERSSG &E % 703 B8 8 $E% B
Luneburg lens UNITS: b Lureburg lens UMITS: b
CPTICAL SYSTEM LANCUT OES: 500 CPTICAL SYSTEM LAYDUT OES: J5L0
Zorné pole: 15°
2.02 2.02




Luneburguv teleskop — program Oslo Premium

[ Gen || setup |[ wawelength |[ Field Foints || wariables |[ oraw off |[ Group |[ Motes

Lens: Luneburg telescope Zoom 1 of 1
Ent beam radius 4.000000 Field angle 15. 000000 Primary wawln 0.587562
SRF RADIUS THICKNESS APERTURE RADIUS GLASS SPECIAL
0BJ o.000000 [ | l.o0000e+zo [ | 2.67S95e+ls stk [ [
s.oo0000 [ | io.oooooo [ ] 5.000000 LUME_GLASS [
-s.oooo00 | oc.oooooo [ ] s.oooooo [ | st [ ] [
z.sooooo [ | s.oooooo [ ] z.cooooo [ | LUME_GLass [F |
p -z.soo000 | o.oooooo [ | z.sooooo [ atr [ ] [
Vykreslenl [ 5] -z.cooooo[ | s.oocoooo[ | z.sooooo [ | atr [ ] [
paprsk u IMS o.ooo000 [ | o.oooooo [ z.sooooo [ [ ]

ERUW 1 - Lens Drawing *

ERLUW 1 - Lens Drawing *

BRSO D58 HE S — TR

Lunsburg telescope UNITS: W Luneburg telescops UNITS: WM
CPTICAL SYSTEM LaYCUT DES: QSL0 OPTICEL SYSTEM LAVDUT DES: J5L0
Zorné pole: 15° o,
(20 Dokonalé PR Optické
zobrazeni vady




Zadani: V programu Oslo Premium ovérte funkci Maxwellovy rybi ¢ocky, kterd umozriuje dokonalé
zobrazeni monochromatického bodového zdroje. Znazornéte paprskovou kaustiku pro svazky
vychézejici z osového a mimoosového bodového zdroje.

Zakladni informace:

Maxwellova rybi €o€ka je optické prostiedi se sféricky symetrickym, prostorové proménnym indexem
lomu, které ma tvar kulicky. Poskytuje dokonalé geometrické zobrazeni bodového monochromatického
zdroje umisténého na povrchu kuli€ky — dokonaly obraz vznika na protilehlé strané kulicky.

n

n=—
J 2 Index lomu:

2
. r
Zdroj [ n=ng Obraz 1+ (Rj

R r = [X2+y2+22

R ... polomér CoCky




Maxwellova rybi ¢o¢ka — program Oslo Premium

EE Surface Data

Select zpecial data type:

?

[ Gen || setup || wawelength || Field FPoints || wvariables || oraw off || Group || Notes |

o i
AUS 1+(rfnrl)

where

Lens: Luneburg lens Zoam 1 of 1

Ent beam tradius C.000000 Object height -1.0000e+1l4 Primary wavln 0.5E37C&0 ] ] !
r’(z):\./x +y* +(z —sgc)

SRF ERADTIUS THICKMWESS APERTURE RADIUS GLASS SPECTAL

OEJ o.oo0000 [ | 1.o0000e-zo [ | 1.0000e+14 atr [ |
AST s.oo0000 | 1o.oo0o00[ | 5.000000 GLassi [ ]
-z.oo0000 [ ] o.oooooo [ ] s.oooo00 [ atr [ ]
.ooo000 [ | o.oooooo [ | s.oooooo [

Eg Gradient Index Data = Surface Data

- 5
2

Surface Maote (M)
Surface Control (F)
Coordinates ()
Palynomial Asphere (4)
Spline Surface (30
Diffractive Surface (D)
Gradient Index (5]
Mulkilaver Coating (M)

-

v Maxwel's Fisheve Lens

surface 1 Polarization Elerment (Z)
Iser Surface (L) *

GOT MxF Step Size: 0.100000 Interferometric Deformation (1
SGC & .000000
YN wavelength NR.1

1 o.cerse0 [ EEEEEEE

z 0.486120 0.000000 Parametry Cocky:

: 0.656270 0. 000000 - polomeér kulicky R = nrl =5 mm,

. o -n, =1,
GRIM coordinate system decentrationstilt: | None | 0
- sgc = 5 mm.

Delete GRIN Medium |




Maxwellova rybi ¢o¢ka — program Oslo Premium Vykresleni paprsk

EEf Paraxial Setup Editor = Surface Data

Aperture Field Conjugates
Entr beam rad* [ Fiz1d angle object dist [ =1.oooood
Object WA Object height= 3.000000) Object to FFL [| —1.000000|
#x. ray slope Gaus image ht 3.0000V0 Gaus img dist [|_—5.o000000]

Image NA 0.3805 81 FF2 to image [ =9, 000000
working f-nbr 0.509302 Magnification
Aperture diwisions across pupil Tor spot diagram: [ 17.020000

Gaussian beam

ESUW 1 - Lens Drawing *

BRGSS ©ES 36 S

CPTICAL SYSTEM LAYDUT




Uloha 1.6: Woodova é&oéka — program Oslo Premium

Zadani: Navrhnéte parametry pfi kterych bude Woodova ¢oc¢ka transformovat svazek rovnobéznych
paprsku jako spojna a rozptylna ¢ocka. Provedte propocet paprski Woodovou ¢ockou v programu

Oslo Premium.

Zakladni informace:
Woodova €oc€ka je optickeé prostfedi s radialnim gradientem indexu lomu. V programu Oslo Premium je

index lomu uréen vztahem n=n, +nrir?.
Podle zaporné nebo kladné hodnoty koeficientu nrl Woodova ¢o¢ka pusobi jako spojka nebo rozptylka.

Pro ur€eni optickych parametrd Woodovy ¢o¢ky muze byt pouzit stejny postup jako v pfipadé SELFOC

CocCky:
SELFOC ¢ocka: 2
2.2 = nr=- — n=n,+nrir?
n=n,{1-a%?/2) 2 0 '
pro ad <<1:
f’:_; <:I Obrazova ohniskova |:> f=— 1
n,a sin(ad) vzdalenost: 2nrid’
. :
d...tlougka cocky




Woodova ¢ocCka — program Oslo Premium

B Surface Data

: : e - 5
t special data type: ;I .! H(;-::, =y +nrlr

7 =P where
[ Gen || setup || wawvelength || Field Foints |[ wariables || oraw off || Group || Motes |

Lens: Wood Tens Zoom 1 of 1 EFI 15 . 460445 r e JT}’E
Image num aper 0.400000 Field angle L.72%6e-05 Primary wavwln 0,587560

SRF RADIUS THICKNESS APERTURE RADIUS GLASS SPECIAL

0E] o.o00000 [ | 1.o0000e+zo [ | 1.0000e+14 atr [ ] [
o.0o0000 [ | 1o.ooooo0 [ ] e.1m41Fs Glassi [ ] LS oiface note o)
o.oo0000 [ | o.oo0000 [ | 4,795459 atr [ ] [ syface contral (F) :
o.000000 [ | 11.591133 4.7 96453 AR [ ] [ coordinates (C)
o.oo0000 [ ] o.oooooo [ | 1.54co0e-os Polynomial Asphere (&)

EEH Gradient Index Data < Surface Data Diffractive Surface (D)

iradient Index (i5)
rulkilayer Coating (M)

Palarization Element (Z)

Surface 1 Lser Surface (L) L
Inkerferametric Defarmation (1

3
Spline Surface (S) r
3
3

v Wood Lens

== iRl Parametry prostredi:
W wawvelength MF.1
1 0.587EED -0.003500 n, =15, d=10 mm
2 0.4561320 0.000000 nrli=-0.003Et
3 0.656270 0. 000000
Spojna Woodova c¢ocka
GRIN coordinate system decentrationtilt: | None | ' 1
~-———=143 mm
2nrld

Delete GRIN Medium | (predpoklad d nri<<1)
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Woodova ¢ocka — program Oslo Premium

N, =15 d=10 mm

Spojna Woodova ¢ocCka

nrl=-0.003¢
f == 1 =143 mm
2nrld

ERUW 1 - Lens Drawing ™

EEGOO HiEs HE s

Yood lens
FOCAL LEMGTH = 15 .48 ,N.l!-. =0.4

UWITS: kM
OES: 5.0

o w v

Pruchod paprsk & Woodovou €ockou

Rozptylna Woodova ¢ocka
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Il. Paraxialni zobrazovani

Ulohy paraxialniho zobrazovani Ize fe$it pomoci maticového formalismu:

Vstupni Vystupni Transformacni matice optickych systému
paprsek paprsek
X3 94 e X 9,
.4 Opticky Fokusacni systém Zobrazovaci systém
systém X, = Ax
/V A=0 X, = B¢1
... priéné
méfitko
X, | A B X Afokalni systém Kolimaéni systém
—— T * D.. Ghlové D=0 |2 #2=CX%
M . .. matice soustavy zvétseni =

Zakladni transformacni matice

Volné Sifeni o
(homogenni prostredi) Prachod sférickym Tenka coCka
n rozhranlm
/ 1 0
n-n)/R 1 M =
|_ =
< > 1/f 1
Odraz:
1 L/n 1 0 f...predmétova
0 1 2n /R 1 ohniskova
vzdalenost




Uloha Il.1: Zobrazovani sklen énou kuli ékou

Zadani: Urcete paraxialni optické parametry sklenéné kuli¢ky, ktera je vyrobena ze skla o indexu
lomu n = 3/2 ama polomér R =5 mm. Kuli¢ka je umisténa ve vzduchu. V programu Oslo Premium
provedte simulaci fokusace a vykreslete paprskovou kaustiku pro osovy a mimoosovy pfedmétovy bod..

Obrazova ohniskové rovina (A=0):

' BK_]_ n_l
= oe K==
K(K—Zj

n

Obrazova hlavni rovina (A=1):
2R

__ n
Ry -2
n

Z,

Obrazova ohniskova vzdalenost
1

22|
n

f =2z -2z, =




Fokusace svazku sklenénou kuliCkou — program Oslo Premium

EEH Surface Data

o=
?

[ Gen |[ setup ][ wawelength |[ Field Faints || wariables |[ oraw off |[ aroup || Hotes |

Lens: No name Zoom 1 of 1 ET1 F.500000 n= 3/21
Ent beam radius 4,500000 Field angle E.72%6e-05 Primary wavln 0.5587550
EADTUS THICKMESS AFERTURE RADIUS GLASS SFECTAL ZF = 25

o.oo0000 [ | 1.o000e+zo [ | 1.o0000e+14

.oooo00 [ ] io.oooooo [ ] 5.oo00000
coooooo [ ] o.oooooo [ | s.oooooo [
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I
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EUW 1 - Lens Drawing *

EBRSS0 &S 5B

UNITS: b
OES: 3.0
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ERUW 1 - Lens Drawing ™
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UWITS: kM
OES: 3.0

Zorné pole: 159




Uloha I1.2: Navrh afokalni &oéky

Zadani: Navrhnéte optické parametry afokalni ¢ocky, ktera pracuje jako teleskop Keplerova typu
s Uhlovym zvétSenim ' = - 2 a Galileova typu I' = 2. Cocka je vyrobena ze skla o indexu lomu n = 3/2
a je umisténa ve vzduchu.

M, M, M, Postup navrhu:

- Volba poloméru R1

- Podminka afokalnosti: C=0
\ =

R - Uhlové zvétseni: r=D
2

C D




Navrh afokalni Cocky

Afokalni €o€ka Keplerova typu: Afokalni €o€ka Galileova typu:
n=3/2,R;,=50mm, I =-2 n=3/2,R,=50mm, =2
R,=-25mm, d = 225 mm R,=25mm,d=75mm
B UW 1 - Lens Drawing * Z E| X EUW 1 - Lens Drawing *
ENDSS B B 5203 5 ERESe DEB FEE
UNITS: W UNTTS: WM
FOCAL LENGTH = —4 05a+17 W& = 4 163e—17 OES: 510 FOCAL LEMCTH = 2 438a+17 M& = 8, 33817 DES: 50
252 1.1
.
-_——
III 1




Uloha I11.3: Navrh kuli ékového retroreflektoru

Zadani: Navrhnéte polomér a index lomu sklenéné kuli¢ky s odraznou vrstvou, ktera pracuje
jako retroreflektor. Kuli¢ka je umisténa ve vzduchu.

Sklenéna M
kulicka 2
M, ... prachod pfednim rozhranim
— LM Odrazna M, ... 3ifeni paprsku uvnitf kulicky

vrstva

B 2-n 2R
/ M=MM,=| N N

1-n 1

R

Podminka fokusace A=0:

—> n=2




Kulickovy retroreflektor — program Oslo

Surface Data

o
% |
7

[ Gen || setup || wavelength || Field Points |[ wariables || oraw off ][ Group |[ motes

Lens: Mo name Zoom 1 of 1 ET1 1.0000e+20
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lll. Gaussovsky laserovy svazek

Gaussovsky svazek méa kruhové symetrickou stopu - jeho intenzitni profil je uréen Gaussovou
funkci. Je to zakladni typ svazku, ktery je vyzafen idealnim laserem.

Reseni Helmholtzovy rovnice
Vv paraxialni aproximaci

Metody popisu
gaussovskeho

Zobecnéné paraboloidni vina Rovinna vina propusténa
(nahrazeni soufadnice gaussovskou amplitudovou
komplexnim parametrem) maskou




Matematicky popis gaussovského svazku

oscilaéni
Cleny

/

amplitudovy
profil

/

tvar Gouyuv
vinoplochy fazovy posuv

konstantni OSO_Vé
amplituda amplituda

\

W,
Komplexni amplituda: U (r, Z) = AV\(; exXp

2

—

/ /
) exp{i ;r;j exp{iarctg ZO

jwmmqm)

=4

2

Intenzita: | (l’ Z) =1 %exp i
: 0 A2 W2
Parametry svazku
Wg .e.nee poloSitka (polomér) pasu svazku
(o I Rayleighova vzdalenost
W o...... poloSitka (polomér) svazku ve vzdalenosti z od pasu
R....... polomér kfivosti vinoplochy
K..... vinové ¢islo
W...... kruhova frekvence
1/2
2 2
V4
q = k\Ng W=WO(1+2J R= 1+qg
° 2 Go Z




Znazornéni gaussovskeho svazku

Vinoplocha e

lo/ €?
<+——>
Y K‘ —vv¢

T Profil

intenzity

Polomér pasu svazku je definovan jako vzdalenost od osy ve které
intenzita poklesne z hodnoty |, na hodnotu |/e2.

-1
2
S rostouci vzdalenosti od pasu | (O Z) 1 l1+2
se stopa svazku rozsifuje a klesa | T - v a2
osovéintenzita. Ve vzdalenosti
g, 0d pasu osova intenzita A
klesne na polovinu.
. lo
Osova L2
intenzita 0
v
Yo ’
<+“—> V4




Maticova transformace gaussovskeho svazku

Gaussovsky svazek odpovida paraxiélni (paraboloidni) viné u které je soufadnice z nahrazena komplexnim
parametrem g=z+iq,.

Paraboloidni vina Gaussovsky svazek

2 2
:éex;{—ikLJ :éex{_ikLJ
z 27 q 29

Komplexni parametr: q =z + iq,

Vztah komplexniho parametru a geometrickych parametrt svazku

1_1 . 2

— I -

q R kw
Maticova transformace komplexniho parametru
Vstupni svazek

Vystupni svazek

Ay
> —— AB] e - @

_Aq +B
% = o+ D




Transformace gaussovského svazku ¢ockou

MZ
pas vstupniho A pas transformovaného
svazku Wy, svazku Wy,
M
S 1 \M3 -
F F
I, I,

’ 4_ Ve
komplexni parametr 4 komplexni parametr
V roviné pasu: 4 Z2 V roviné pasu:
011901 ) 42=1G02

Maticova transformace mezi rovinami pasu:

M=l [F MM M,

Vyjadfeni komplexniho parametru transformovaného svazku v roviné pasu
. ® q, = ACqgZ, + BD +iq,
=1 -
d, Qo> 2 C 2q§1 +D 2
- J
V

Porovnéani reélné a imaginarni ¢asti:

Redlna éd4st — urcuje polohu pasu transformovaného svazku

Imaginarni éast —» uréuje polom ér pasu transformovaného svazku




Vysledky transformace svazku ¢ockou

Poloha pasu transformovaného svazku Polomér pasu transformovaného svazku
2 2
1/2
q Z 2 2
1+i|: 1+i. +H =2 1--2 we =w|l1+ 2| +| Yo
f f f f o1 — Wo2 y fr
Poloha pasu transformovaného svazku z, je uréena polohou pasu  Polomér pasu transformovaného svazku wy, je ur¢en polomérem
vstupniho svazku z, a jeho Rayleighovou vzdalenosti g, . pasu vstupniho svazku wy, a jeho polohou z,.

Zapis transformace pomoci pficného méfitka ,m*“

PFreznaceni polohy pasu:

Poloha pasu vstupniho svazku vzhledem k pfedmétovému ohniskovému bodu: |, = f'+z
Poloha pasu vystupniho svazku vzhledem k obrazovému ohniskovému bodu: |2 = f'_22
. =m? m I12 + qgl
o, =m° L

Specialni pfipad:
Pas vstupniho svazku je v pfedmétové ohniskové roviné ¢ocky

,=0, 1,=0 m=—




Uloha Ill.1: Volné §i feni Gaussovského svazku

Zadani: Svazek He-Ne laseru (A=632.8 nm) se Sifi volnym prostorem a ve vzdalenosti L od pasu vytvari
na stinitku kolmém k ose svazku stopu s gaussovskym profilem o poloméru w. Uréete polomér pasu
svazku wy tak, aby stopa vytvofena na stinitku mélo co nejmensi polomér. Vysledny vztah vycislete

pro L=500 mm a ovéfte ho s pouzitim programu Oslo Premium.

. . . L? T,
Polomér svazku ve vzdalenosti z=L.: w=w, [1+—, kde q, :T
Qo

] e ow
Podminka minimalizace stopy svazku: ™ =0
0

Optimalni polom ér pasu svazku: b

Minimalni polom ér stopy: W= \/EWO =.—




Volné Siteni Gaussovského svazku

Parametry: A=632.8 nm, L=500 mm —» W, = Ak _ O.317mrr\1, w= \/EWO = O.4488nrr\1,
m

EE Gaussian Beam Tracing = Surface Data

of
x |
7

Eeam Specification surface: [i]
solution I

Eeam Ewaluation surface: 2
solution I

Spot sizZe [(w) 0.317000
waist 55 (w0l * 0.317000

u]
0.

Spot size [(w)
waist 55 [w0]

waist dist (z1* waist dist (2] -500.
wf radius (R wof radius (R) -397.
Diverg. (rad) 0.000835 Diverg. (rad) 0.
FRayleigh range 495, 856701 FRayleigh range 495,

Evaluation surface shi

0.6325300 Beam meridian:

wawvelength number of beam
wavelength

.4488EIEJ
317000

aooooo

FFEEE0

O00&35

S5e701

ft
wm oy-z (O m-Z

1.000000

M-squared

[ Print beam data in text window |

M slider-wheel design

Flot beam spot 5ize

3 Current graphics window

Pl 11
BIEG <z=a8l!l«
e mama
EALIE=IAM BEAM PROPAZATION — & AZITRMUTH
SPCOT SIZE O, 2173




Zadani: Svazek laseru Verdi V2 (A=532 nm) je transformovan ¢o¢kou o ohniskové vzdalenosti f'=50 mm.
UrCete polohu a polomér pasu transformovaného svazku, vite-li, ze vstupni svazek ma polomér pasu
Wy;=0.2 mm a je umistén do pfedmétové ohniskové roviny €ocky. Vlastni vypocet ovéite pomoci
programu Oslo Premium. Pro simulaci transformace pouzijte idealni Co¢ku (,Perfect Lens").

T
Rayleighova vzdalenost vstupniho svazku:  Q, = )IOl =23621Imm
PFi&né méfitko zobrazen: m= @ =0.2116

0
Poloha pasu vstupniho svazku: ,=0

Poloha pasu transformovaného svazku:

Polom ér pasu transformovaného svazku: Wy, = mwy,, = 0.04232nm




Obecna transformace gaussovského svazku ¢ockou

EEE Gaussian Beam Tracing = Surface Data

: | Vypodtené parametry:
7
Beam Specification surface: 1] Beam Ewvaluation surface: El W01=0.2 mmJ

Solution I Solution I

Spot size (W) Spot size (W) 0.042335 —

wWaist 55 (wil] * wWaist 55 [(wi] D.D42335J qo 236.21 mm\l

waist dist (21 waist dist (2] 0. 000000

wof radius (R wof radius (R 0. 000000 W,,=0.04232 mm\,

Diwverg. (rad) 0,000847 Diwverg. (rad) 0, 004000

FRayleigh range 236.209374 FRayleigh range 10.553804

wawelength number of heam Ewvaluation surface shift

wWavelength 0.532000 Beam meridian: @ ow-z ) ow-z

M-squared [ Print beam data in text window |

P10t beam spot s5ize @ S1ider-wheel design 3 Current graphics window

o mams
EALE=IAM BEAM FPFROPASATION — % AZTRUTH

SPCT SIZE oL 23 J



Uloha I11.3: Fokusace gaussovského svazku  éoékou

Zadani: Svazek He-Ne laseru, ktery méa vinovou délku A=632 nm, vykon P=20 mW a polomér pasu
w=0.45 mm, ma byt navazan do optickeho vlidkna o poloméru p=1.5 pm. Navazani se provede tak,
ze svazek je na Celo vlakna fokusovan pomoci mikroskopoveho objektivu. Uréete ohniskovou
vzdalenost objektivu, pfi které za predpokladu idealni justaze zachyti ¢elo vlakna 70 % vykonu
svazku dopadajiciho na objektiv. Pfi€né omezeni vstupniho svazku objektivem neuvazuijte.
Fokusaci svazku ovéfte v programu Oslo Premium.

2
Vykon fokusovaného svazku zachyceny Celem vlakna: P = F{{l—ex;{— 2'0.2 ﬂ

0

: 2
Polomér pasu fokusovaného svazku pro zachyceny vykon g: W, = \/—’OP
In(l— J

AN, W,

Ohniskova vzdalenost objektivu (g,>>f): f'= )




Fokusace gaussovského svazku ¢ockou — program Oslo Premium

EEH Gaussian Beam Tracing = Surface Data

o
x | =l

?

Beam specification surface: 1] BEeam Ewvaluation surface: 4

Solution I solution I
Spot size (w) Spot size (w) 0.070869
Waist 55 [(wWd] * Waist 55 [wd] 0.00159324
waist dist [z)* waist dist (2] -0.EE0080
wof radius (R] wof radius (R] -0.GE05 86
Diwerg. (rad) 0.000445 Diwerg. (rad) 0.103753
FRayleigh range 1.0052e+03 FRayleigh range 0,015563
wawelength number of heam Ewvaluation surface shift
wawelength 0.&32%00 Beam meridian: w ow-z (O w-2F

[ Print beam data in text window |

M-squared 1. 000000

P10t beam spot 5ize @ S1ider-wheel design 3 Current graphics window

“a8llle

N home
GALSSTAN BEAM PROPAGRTION — ¥ AZIMITH

SP0T SIFE ., 4500

Zadané parametry:
A=632,8 nm
wy,=0.45 m

p=1.5 pm
P/P,=0.7

Vypodtené parametry:
W5=1.93 um
f'=4.32 mm



Zadani: Gaussovsky svazek He-Ne laseru o vinové délce A = 633 nm ma polomér pasu wy=0.2 mm.
Navrhnéte dvouclenné laserové rozSifovace Keplerova a Galileova typu, které vstupni svazek transformuji
na svazek s Rayleighovou vzdalenosti q’;=1.8 m. Pfi navrhu systému respektujte podminku, aby

stavebni délka systému byla L=200 mm. Funk&nost navrZzeného systému ovéite v programu

OSLO Premium.

A A"
Wo=Wp, W 01=Wop2 W5p=W'y
| | |
| | |
I:1 F 1=F2 F’z
v L v
| , , _ W, T+
Rayleighova vzdalenost vstupniho svazku: (, = 1 Polositka pasu svazku za rozsifovacem: Wy = .
v 0 . b f]_I — ' f2
Transformace pasu svazku 1. a 2. ¢lenem rozSifovace: Wy, = CTWO = W, Wy = — Wy,
0 U2




Navrh laserového rozsifovace — program Oslo Premium

RozSifova¢ Keplerova typu (fl' > 0)

Pozadavek: L =200 mm w, =02 muyj 0 =18 m=w,=06 miy

— f = W% 59 mm fz':io.:lw mm
W, + W, W, + W,

B JE @ ==

R«

— Kepleruv rozsirovae
EEE[ 0T an bead Acing GALISSTAN BEAM PROPAGLTION — % AZIMLITH
v A
5 |
7

Beam specification surface: 1] Beam Ewvaluation surface: —-

solution I Zolution I

Spot size (W) Spot size (W) 0. &00000
wWaist ss5 [wol) ¥ m\l Waist s5 (wi) D.GDDDDEM
waist dist (z)+* [___0.000000| waist dist (z) -2.131lée-14
wof radius (R) [___0.o000000| wof radius [R]  -1.4385e+420
Diwerg. (rad) 0.001007 Diwerg. (rad) 0.00032326
Rayleigh range 195.583606 Rayleigh range 1.7873e+03 v
wavelength number of beam Evaluation surface shift [ SRt kel
wawelength 0.&32%00 Beam meridian: wm oy-z O om-Z
M-squared [ Print beam data in text window |

Il Flot heam spot size | @ slider-wheel design 3 Current graphics window




Navrh laseroveého rozSifovace — program Oslo Premium

Rozsifova¢ Galileova typu (fl' > O)

Pozadavek: L =200 mm w, =02 muj 0 =18 m=w,=06 mry

=i =— % — 100 mm f=—""% =300 mm
Wo —Wo Wo —Wo

EEG<zzaBlllo
Kepleruy rozsirovoe
GALISSTAN BEAM PROPAGATION — v AZIMUTH

EH Gaussian Beam Tracing v
of
x |
@ -‘_\_‘-‘_'_‘_‘—t—\_

Beam specification surface: [ 0| BEeam Ewaluation surface:

Solution I Solution I

Spot size (w) Spot size (w) 0.&00000
Waist 55 [(wil] ¥ Waist 55 (W] D.csuunnﬂl "]
waist dist [(z]* waist dist (z] 0. 00000
wof radius (RD wof radius (RD 0.000000
Diwverg. (rad) 0.001007 Diwverg. (rad) 0.000336 A SPOT SIZE 0.6000
Rayleigh range 125.583608 Rayleigh range 1.7872e+03
wawvelength number of beam Ewaluation surface shift
wawelength 0.&3z2800 EBeam tmeridian: wm oy-z2 O m-2
M-squared [ Frint beam data in text window |
" Plot beam spot 5ize | @ S1ider-wheel design ) Current graphics window




Zadani: Provedte matematicky popis Sifeni gaussovského svazku prostiedim SELFOC s indexem lomu
n= no(l—a2r2 / 2), kde ny a a jsou realné konstanty a r’=(x?+y?). Diskutujte podminky Sifeni svazku v
zavislosti na jeho poloméru pasu. Gradientni prostfedi je omezeno rovinnymi plochami, na které svazek
dopadéa kolmo. Pas svazku lezi na vstupni plo3e prostfedi, prostfedi ma tloustku L. Ulohu feSte s pouZzitim
paraxialni aproximace.

pas vstupniho
Transformaéni matice pro SELFOC prostfedi: svazku\

M:{A B}zl codal) %sin(aL)} Yo 8 > w, g’

VS

CcC D .
~asin(al) codal) -0 L ]
< >
: - : e Maticova _ A(
=0 =1 =l —=—"1 - =
Rovina z=0: 4=1q, Rovina z=L: g R _ e Cq+D —

Polomeér svazku w’: Polomér kfivosti vinoplochy R’:

. A’q. +B?

R




Sifeni gaussovského svazku prostfedim SELFOC

Diskuze specialnich pfipadu

» W. = A Svazek ma uvnitf gradientniho prostfedi konstantni
Pripad I. 0 arT polomér a rovinnou vinoplochu — Sifi se bez difrakéni
_ = —> rozbihavosti.
Pro libovolnou 0 Difrakce vstupniho svazku je pfesné kompenzovana
vzdéalenost L plati: R =oo refrakci prostredi.
o A . A
Pripad Il.  w, <,|— Pripad lll. w, >,|—
air air
mn W =W, o __mn W =W
Pro vzdalenosti Z=—: : Pro vzdélenosti Z= . :
a R =0 a R =
2m+1)7. W= S '
, e - = 0 2m+1)7 W = <Wp
Pro vzdalenosti 2 2a arTw, Pro vzdalenosti z= u : a7,
. 2a .
R =0 R =0

+

Polomér vstupniho svazku je pro dané prostredi maly,
takZe se svazek nejprve difrakci rozSifuje a ve
vzdalenosti z=(2m+1)1/2a dosahuje maximalniho
poloméru.

Pak se vlivem refrakce zUzuje az na plvodni polomér
W,. Tento vyvoj svazku se v prostfedi periodicky
opakuje.

{

Polomér vstupniho svazku je pro dané prostredi velky,
takZe refrakce prekonava difrakci a ve vzdalenosti
z=(2m+1)12a fokusuje svazek do stopy s minimalnim
Polomérem. Pak se svazek zase difrakci rozSifuje na
puvodni polomér w,. Tento proces probiha periodicky.




Sifeni gaussovského svazku prostfedim SELFOC — simulace MATLAB

Pfipad I: Refrakce kompenzuje difrakci

. Pripadll: Pipad Ill:
Difrakce vstupniho Refrakce siln éjSi

svazku siln éjsi nez difrakce
nez refrakce vstupniho svazku




Zadani: Provedte matematicky popis monochromatickych méda s obecnym tvarem skalarni komplexni
amplitudy U=u(x,y) exp(iat-ifz), které se Sifi SELFOC prostiedim s indexem lomu n=ny[1-a?(x?+y?)/2].

Médy prostiedi urete feSenim Helmholtzovy rovnice. Podminku pro existenci médd SELFOC prostiedi
porovnejte s podminkou pro kompenzaci difrakce refrakci, ktera byla stanovena pro gaussovsky svazek

pouzitim maticové metody .

Predpoklady: Helmholtzova 2 — € _ 2l o2(x? + v2
- skalarni aproximace rovnice : Uy +w2‘9'u0U =0 E—O—no[l a (X Ty )]
- zanedbani lenu  0(0e (E/e)

- separovatelnost u(x,y)

Oznacdeni: ki =ale g, Separace proménnych: d2)2< (/\X —EZ)X =0, A=A +A,
£=xka, u(e.n)=x (V) Sf .y
= Y (n —p2ly = _k -5
n=yfka i +(A, -2y =0, A -
Substituce: X =X exp- £2/2) d2X _ _dX _ Bas
Y:Vexp(—/f/z) 4z —25—+(/\X —1)X =0 ~esen|
N X=H,() m=(A,-1)r2
-2n—+\A\, 1) = vi
dn? 2’7d,7+( ’ O V=H,p) n=(n,-1)/2

H, ... Hermiteovy polynomy




Uréeni modu SELFOC prostredi

m=n=0: Gaussovsky svazek

e{%}e{g(y)} .

Gaussovsky svazek se Sifi SELFOC prostfedim jako nedifraktujici méd pouze tehdy, kdyz je
jeho polomér pasu pfizpusoben vinové délce a gradientu indexu lomu, ktery je vyjadifen pomoci
konstanty a . V tomto pfipadé je difrakéni rozbihavost kompenzovana refrakci prostredi.
Identicka podminka pro polomér pasu vedeného svazku byla ziskana pomoci maticového
popisu Sifeni gaussovského svazku SELFOC prostfedim.




Mody SELFOC prostredi — numerické vyhodnoceni v programu MATLAB

Intenzita H-G modu
2
| mn ~ ‘U mn‘

(0,0) (1,0) (2,0) (L1) (2,1) (2,2)
Vy¢isleni Hermiteovych polynoma: Ho(x)=1
H 1(x) = 2X,

H n+1(x = 2XHn (X) - 2an—1(X)



