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Úvod Pokud souhlasíte s okøídlenou vìtou, ¾e naslou-chat Bachovì fuze je stejné jako konstruovatmatematický teorém, mìli byste pochopit i to, ¾ekonstruovat matematický teorém je jako naslou-chat Bachovì fuze. Steven WeinbergJsem pøesvìdèen, mù¾eme objevit pomocí èistìmatematických konstrukcí pojmy a zákony, jimi¾jsou tyto pojmy provázány, co¾ dává klíè k pocho-pení pøírodních jevù. Skuteènost mù¾e napovìdìtvhodné matematické pojmy, ale ty z ní nemohoubýt vyvozeny s jistotou. Zku¹enost ov¹em zùstávájediným kritériem fyzikální u¾iteènosti matema-tické konstrukce. Tvùrèí princip v¹ak spoèíváv matematice. V jistém smyslu tedy zastávámnázor, ¾e èisté my¹lení mù¾e postihnout realitu,jak o tom kdysi snili oni. Albert EinsteinByl to právì Albert Einstein, kdo bìhem pra¾ského pobytu v letech 1911{1912 zaèalzpracovávat novou teorii gravitace, teorii, kterou pøedlo¾il svìtu o ètyøi roky pozdìji (v roce1915) v Berlínì a kterou dodnes øada fyzikù pova¾uje za vrchol estetické dokonalosti mezifyzikálními teoriemi. Einsteinova obecná teorie relativity je þkrásná,ÿ logická a ucelenámatematická teorie. Její krása tkví v tom, ¾e z malého poètu pøedpokladù umo¾òujeodvodit znaèné mno¾ství závìrù (a» u¾ v astrofyzice nebo v kosmologii).Na rozdíl od mnoha jiných teorií, napøíklad kvantové mechaniky, klasické Newtonovyteorie gravitace, atd. , v podstatì vznikla bez pøedchozích experimentù a pozorování (vý-jimkou je napøíklad Galileo Galilei, který na konci 16. století zjistil, ¾e v¹echna tìlesapadají ve vakuu se stejným zrychlením). Tyto experimenty byly provádìny a¾ po jejímzveøejnìní. Dnes pova¾ujeme za klasické testy obecné teorie relativity tyto tøi jevy:� posun perihelia Merkuru (vysvìtlení tohoto jevu bylo velkým úspìchem teorie; zbyt-ková hodnota zùstávala nevysvìtlena u¾ od roku 1859) (viz pøíklad ??).� ohyb svìtla vlivem gravitaèního pole (teorie pøedpovídala pro úhel ohybu paprsku,který prochází v tìsné blízkosti Slunce, hodnotu1



2�� = 1:7500; jev byl poprvé (i kdy¾ s nepøíli¹ pøesnými výsledky) pozorován v roce1919 A. Eddingtonem) (viz pøíklad 6).� rudý posuv spektrálních èar (spektrální èáry zdroje elektromagnetického vlnìní,který se nachází v silném gravitaèním poli, jsou posunuty smìrem k èervenémukonci spektra, pokud tyto èáry srovnáme s odpovídajícími spektrálními èarami té-ho¾ zdroje, který je umístìn ve vìt¹í vzdálenosti od zdroje gravitaèního pole; v roce1976 provedli Vessot a Levine experiment, pøi nìm¾ ovìøili platnost tohoto jevus relativní pøesností 1:10�5) (viz pøíklady 10, 8 ).V souèasnosti existují také dal¹í testy, napøíklad Shapirùv jev (závislost doby meziodesláním a pøíjmem radarových signálù vyslaných napø. ze Zemì smìrem k vnitøní planetì(Merkur, Venu¹e), kde se signál odrazí zpìt, na vzdálenosti dráhy signálu od povrchuSlunce), jev geodetické precese (zmìna smìru osy malého setrvaèníku, který je umístìn vevolnì obíhající dru¾ici), gravitaèní vlny a gravitaèní èoèky.Tato sbírka obsahuje 40 pøíkladù, ve kterých se zamìøíme na základy diferenciálnígeometrie na varietách (kovariantní derivace, geodetické èáry), základní vlastnosti met-riky prostoru a na nejjednodu¹¹í aplikace Einsteinových rovnic pole. Na závìr popí¹emez hlediska Fermatova principu model gravitaèní èoèky, který vyu¾ívá analogie gravitaèní alogaritmické èoèky a uvedeme fotogra�e reálných gravitaèních èoèek, které byly poøízenyHubbleovým vesmírným dalekohledem. Sbírka je koncipována tak, aby bylo mo¾no ji vy-u¾ívat jako doplnìk k výbìrové pøedná¹ce z obecné teorie relativity, a proto je zde uvedenpouze struèný teoretický pøehled tématu.V celé sbírce je dùslednì dodr¾ována znaménková konvence podle [8], v ní¾ má èasovýèlen znaménko mínus a prostorové èleny jsou kladné. Rovnì¾ je dodr¾ována geometrodyna-mická soustava jednotek, ve které jsou rychlost svìtla ve vakuu (c) a gravitaèní konstanta(�) rovny jedné a ve které mají v¹echny fyzikální velièiny jednotku 1 metr nebo jsou bez-rozmìrné. Pøevody jednotek lze opìt nalézt v publikaci [8]. Pokud nebude øeèeno jinak,budeme pova¾ovat v¹echny vektory za ètyøvektory. Metrický tenzor je symetrický, protog�� = g��: Jeho kontravariantní slo¾ky vypoèteme podle vztahu g�� g�� = E; kde E jejednotková matice.Závìrem mi dovolte, abych podìkoval Mgr. Luká¹i Richterkovi za materiály a cennérady, které mi pøi vypracování této diplomové práce v¾dy ochotnì poskytl.



Kapitola 1Metrika prostoru1.1 ÚvodNejkrat¹í spojnicí dvou bodù na libovolné varietì1 je obecnì geodetická èára, její¾ rovniciodvodíme ve 2. kapitole. Pro vzdálenost dvou velmi blízkých bodù v neinerciální soustavìmù¾eme psát ds2 = g�� dx�dx�;kde g�� jsou slo¾ky metrického tenzoru a podstatì urèují metriku prostoru. Metrický tenzormá ve ètyørozmìrném prostoru 16 obecnì nenulových slo¾ek. Pøitom platí, ¾e metrickýtenzor je symetrický, tj. platí g�� = g��;tedy tento tenzor má 10 nezávislých slo¾ek.Pøíkladem jednoduché metriky mù¾e být prostoroèasovámetrika, kterou mù¾eme podleprincipu ekvivalence v libovolném bodì prostoroèasu lokálnì transformovat v Minkowskéhometriku ds2 = �dt2 + dx21 + dx22 + dx23:Dal¹í významnou metrikou je Schwarzschildova metrikads2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1 1� 2Mr ! dr2 + r2 (d�2 + sin2 � d�2);kterou se budeme podrobnì zabývat ve 3. kapitole.
1N-dimenzionální varieta je takový typ prostoru, který je lokálnì spojitì zobrazitelný do n-rozmìrnéhoeuklidovského prostoru nebo do n-rozmìrného reálného prostoru.3



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 41.2 ÚlohyÚloha 1.a) Doka¾te, ¾e metrický prostor, který je popsán metrikouds2 = dv2 � v2du2; (1.1)je rovinný dvojrozmìrný Minkowského prostoroèas, jen¾ je popsán metrikouds2 = dx2 � dt2: (1.2)Najdìte transformaci souøadnic x = x(v; u), t = t(v; u); která pøevádí metriku (1.2)na tvar (1.1)b) Doka¾te, ¾e pro neurychlovanou èástici je slo¾ka pu ètyøhybnosti p konstantní na rozdílod slo¾ky pv.Øe¹ení:a) Oba metrické prostory jsou dvojrozmìrné, proto mù¾eme vyu¾ít jistou analogiis polárními souøadnicemi. Pøedpokládejme tedy, ¾e:x = v coshu;t = v sinh u: (1.3)Pro diferenciály dx; dt platídx = cosh u dv + v sinh u du;dt = sinh u dv + v cosh u du; (1.4)a pro jejich druhé mocninydx2 = cosh2 u dv2 + 2v sinh u coshu dvdu+ v2 sinh2 u du2;dt2 = sinh2 u dv2 + 2v sinh u cosh u dvdu+ v2 cosh2 u du2:Jestli¾e obì tyto rovnice od sebe odeèteme, obdr¾íme po úpravì vztahdx2 � dt2 = (cosh2 u � sinh2 u) dv2 � v2(cosh2 u � sinh2 u) du2:Z vlastností hyperbolických funkcí plyne, ¾e cosh2 u � sinh2 u = 1, tedydx2 � dt2 = dv2 � v2du2;èím¾ jsme dokázali ekvivalenci obou prostorù.b) Nejprve vyøe¹íme soustavu (1.4) z èásti a) pro du; dv. První rovnici vynásobímecosh u; druhou sinh u a obì rovnice od sebe odeèteme:cosh u dx� sinh u dt = (cosh2 u� sinh2 u) dv;dv = cosh u dx� sinh u dt: (1.5)Analogicky vypoèteme du (první rovnici vynásobíme sinh u; druhou cosh u a obì opìtodeèteme) du = 1v (cosh u dt� sinh u dx): (1.6)



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 5Pro èástici o jednotkové hmotnosti mù¾eme psátpu = guu pu;kde guv =  �v2 00 1 ! a pu = dud� ;pøièem¾ za du dosadíme z rovnice (1.6). Tedypu = �v2 dud� = �v coshu dtd� + v sinh u dxd� : (1.7)Ze soustavy rovnic (1.3) dosadíme do vztahu (1.7). Protopu = �x dtd� + t dxd� : (1.8)Pøedpokládáme-li neurychlovanou èástici (tzn. ¾e její rychlost je konstantní; oznaèmeji r), potom x-ová souøadnice této èástice lze popsat vztahemx = x0 + rt = x0 + t dxdt ;kde x0 je konstanta. Po dosazení tohoto vztahu do rovnice (1.8) a po úpravì získáme vztahpu = �x0 dtd� :Dále víme, ¾e platí: d�2 = �ds2 = �dx2 + dt2;tedy 1 = ��dxdt dtd� �2 + � dtd� �2 ;a odtud dtd� = s 11� r2 = konstanta = K:Proto pu = �Kx0 = konstanta:Pro výpoèet pv vyu¾ijeme vztah�m2 = p � p = gvv (pv)2 + guu (pu)2;kde guv =  � 1v2 00 1 ! :Tedy �m2 = p2v � 1v2 p2u;a potom p2v = 1v2 p2u �m2:Tento výraz není konstantní, proto¾e obecnì se rychlost r mìní podél trajektorie èás-tice. To znamená, ¾e kdykoli metrické koe�cienty nezávisí na nìkteré souøadnici - v na¹empøípadì u - pak kovariantní slo¾ka ètyøhybnosti této souøadnice se zachovává a je integrá-lem pohybu.



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 6Úloha 2. Doka¾te, ¾e metrikads2 = R2[d�2 + sin2 � (d�2 + sin2 � d�2)]popisuje hyperkouli o polomìru R v euklidovském ètyøprostoru, tj. mno¾inu v¹ech bodùtohoto prostoru se vzdáleností R od daného bodu.Øe¹ení:Euklidovský ètyøprostor je popsán metrikouds2 = dx21 + dx22 + dx23 + dx24: (1.9)Hyperkoule o polomìru R v tomto prostoru je analogicky jako v trojrozmìrném pro-storu vyjádøena rovnicí x21 + x22 + x23 + x24 = R2: (1.10)Obdobou sférických souøadnic v trojrozmìrném pøípadu zde budou ètyørozmìrné hy-persférické souøadnice de�nované takto:x1 = R sin � sin � sin �;x2 = R sin � sin � cos�;x3 = R sin � cos �;x4 = R cos�: (1.11)Pøi této volbì souøadnic je rovnice (1.10) splnìna:R2[sin2 � �sin2 � (sin2 �+ cos2 �) + cos2 ��+ cos2 �] = R2:Pøedpokládejme, ¾e R je v na¹em pøípadì konstantní. Pak derivováním rovnic ze sou-stavy (1.11) získáme vztahydx1 = R(cos� sin � sin� d�+ sin � cos � sin � d� + sin� sin � cos� d�);dx2 = R(cos� sin � cos� d�+ sin � cos � cos� d� � sin � sin � sin� d�);dx3 = R(cos� cos � d�� sin� sin � d�);dx4 = �R sin� d�: (1.12)Tyto diferenciály umocníme a dosadíme do rovnice (1.9). Po úpravì zjistíme, ¾e ko-e�cienty u smí¹ených èlenù d�d�, d�d� a d�d� jsou rovny nule a hledaná rovnice mátvar ds2 = R2fd�2 [cos2 � (sin2 � (sin2 �+ cos2 �) + cos2 �) + sin2 �] ++d�2[sin2 � (cos2 � (sin2 �+ cos2 �) + sin2 �)] ++d�2 [sin2 � sin2 � (cos2 �+ sin2 �)]g;a tedy ds2 = R2[d�2 + sin2 � (d�2 + sin2 � d�2)]:



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 7Úloha 3.Metrika povrchu koule o polomìru a je dána rovnicíds2 = a2(d�2 + cos2 � d�2);kde �,� jsou po øadì zemìpisná ¹íøka a délka. Metrika rovinné mapy svìta (v kartézskýchsouøadnicích x,y) je ds2 = dx2 + dy2:Jaký bude tvar metriky koule v souøadnicích x,y, jestli¾e pou¾ijeme:a) cylindrickou (válcovou) projekci,b) stereometrickou mapu svìta?Øe¹ení:a) Na válci o polomìru podstavy a de�nujme souøadnice x,y pøedpisemx = a�;y = a sin�: (1.13)Odtud pøímo vyplývá � = arcsin ya;d� = 1a dx;d� = dy2qa2 � y2 ; (1.14)cos2 � = 1� sin2 � = 1� y2a2 : (1.15)Dosadíme-li do rovnice metriky koule ds2 = a2(d�2 + cos2 � d�2)z rovnic (1.14) a (1.15), po úpravì získámeds2 = dy2 1� y2a2! +  1� y2a2! dx2: (1.16)Srovnáme-li rovnici (1.16) s rovnicí metriky rovinné mapy svìta(tj. s rovnicí ds2 = dx2 + dy2), vidíme, ¾e nejmen¹í rozdíl mezi nimi je pro y ! 0,tedy v okolí rovníku, kde obì tyto rovnice splývají.b) Pøi stereogra�cké projekci je výhodné pou¾ívat obvyklý polární úhel � = �2��. Nech»(�, �) jsou souøadnice libovolného bodu na kouli, (�0, �0) sférické polární souøadniceobrazu B' bodu B.Z obrázku je patrné, ¾e vzdálenost � obrazu B' od osy je � = 2a tg ��2�.



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 8
Obr. 1: K úloze 3De�nujme nyní souøadnice x, y (analogicky jako pøi zavedení polárních souøadnic).x = � cos� = 2a tg ��2� cos�;y = � sin� = 2a tg ��2� sin �: (1.17)Z rovnic (1.17) plynedx = a d�cos2��2� cos�� 2a tg ��2� sin� d�;dy = a d�cos2��2� sin �+ 2a tg ��2� cos� d�:Jestli¾e tyto rovnice umocníme a dosadíme do rovnice rovinné mapyds2 = dx2 + dy2;získáme ds2 = a2 �d�2 + 4 cos4��2� tg 2��2� d�2� 1cos4 ��2� ;cos4 ��2� ds2 = a2 "d�2 + �2 cos��2� sin��2��2 d�2# ;cos4 ��2� (dx2 + dy2) = a2(d�2 + sin2 � d�2):V tomto pøípadì je nejmen¹í rozdíl v blízkosti � = 0; tedy v okolí severního pólu.Poznámka: Tento typ projekce se nazývá konformní, proto¾e(ds2)koule = f(ds2)mapa;kde f je nìjaká funkce, v na¹em pøípadì f = cos4 ��2�. Konformní zobrazení zacho-vává úhly mezi køivkami (viz pøíklad 6).



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 9Úloha 4. Pøedpokládejme prostor popsaný souøadnicemi x,y,z a metrikouds2 = dx2 + dy2 + dz2 � � 313 dx+ 413 dy + 1213 dz�2 :Doka¾te, ¾e tento prostor je ve skuteènosti dvojrozmìrný a najdìte dvì nové souøadnice�, �, pro které platí ds2 = d�2 + d�2:Øe¹ení:O tom, zda je prostor trojrozmìrný nebo ne, mù¾eme rozhodnout tak, ¾e vypoètemehodnotu elementu objemu dV . dV = q j g jdxdydz: (1.18)Abychom zjistili koe�cienty metrického tenzoru, musíme upravit rovnici metrikyds2 = dx2 + dy2 + dz2 � � 313 dx+ 413 dy + 1213 dz�2 : (1.19)Z rovnice (1.19) obdr¾íme po umocnìní a seètení tvards2 = �1� 9169� dx2 + �1� 16169� dy2 + �1� 144169� dz2�� 24169 dxdy � 72169 dxdz � 96169 dydz:Nyní mù¾eme dosadit do rovnice (1.18)dV = ��������������� 1� 9169 � 12169 � 36169� 12169 1� 16169 � 48169� 36169 � 48169 1� 144169 ���������������12 dxdydz:Determinant matice v pøedchozí rovnici je roven nule, to znamená, ¾e dV = 0 pro v¹echnax, y, z. Proto jsou tyto tøi souøadnice v¾dy lineárnì závislé.Nyní víme, ¾e daný prostor je buï jednorozmìrný, nebo dvojrozmìrný. Mù¾eme protozanedbat nìkterou souøadnici, napø. z, zvolíme-li z = konstanta, co¾ lze provést, proto¾ekoe�cienty metrického tenzoru nezávisí na z. Pøi této volbì souøadnic se rovnice (1.19)zjednodu¹í na tvar ds2 = dx2 + dy2 � � 313 dx+ 413 dy�2 : (1.20)Analogickým postupem se pøesvìdèíme, ¾e prostor popsaný touto metrikou je právìdvojrozmìrný, a ne jednorozmìrný:



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 10g = ��������� 1� 9169 � 12169� 12169 1� 16169 ��������� 6= 0:Transformaci souøadnic ze systému (x, y) do systému (�, �) najdeme napø. pomocívlastních èísel a vlastních vektorù maticeG = 0BBB@ 1� 9169 � 12169� 12169 1� 16169 1CCCA :Vlastní èísla této matice vypoèteme z rovnice���������� �1� 9169�� � � 12169� 12169 �1� 16169�� � ���������� = 0; (1.21)která je ekvivalentní s rovnicí�2 � 313169 �+ 144169 = 0:Po vyøe¹ení této kvadratické rovnice obdr¾íme vlastní èísla�1 = 1;�2 = 144169 ;a tyto vlastní èísla dosadíme do soustavy rovnic�1� 9169 � ��x� 12169y = 0� 12169x+ �1� 16169 � ��y = 0:Z této soustavy rovnic vypoèteme, ¾e vlastnímu èíslu �1 = 1 odpovídá vlastní vektor� = 15 � 313x+ 413y� ;a vlastnímu èíslu �2 = 144169 odpovídá vlastní vektor� = 15 �� 413x+ 313y� :Vynásobíme-li vlastní vektor � (resp. �) konstantou 12 (resp.13), získáme vlastní vek-tory (a tedy i nový souøadnicový systém), který vyhovuje rovnici ds2 = d�2 + d�2:



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 11� = 125 � 313x+ 413y� ;� = 135 �� 413x+ 313y� :Poznámka: V¹imnìte si, ¾e pùvodní metrika byla ve tvarug�� = ��� � V�V� ;kde V� je euklidovský jednotkový vektor � 313 ; 413 ; 1213� : Tato metrika zobrazí trojroz-mìrný euklidovský prostor na dvojrozmìrný prostor kolmý k V, tedy ¾e musely existovatsouøadnice �, �, které pøevádìjí pùvodní metriku na metriku dvojrozmìrného rovinnéhoprostoru.Úloha 5.Doka¾te, ¾e pomocí projekèního tenzoru P � g + u 
 u promítneme vektor A do troj-rozmìrného prostoru kolmo ke ètyøvektoru rychlosti u: Jestli¾e n je jednotkový prostoru-podobný vektor, uka¾te, ¾e P � g � n
 n:Øe¹ení:Z de�nice projekèního tenzoru P mù¾eme pro jeho slo¾ky psátP�� � g�� + u�u� :Pøedpokládejme, ¾e A je libovolný vektor. O tom, zda je obraz vektoru A v projekci Pkolmý na ètyøvektor rychlosti u, se pøesvìdèíme pomocí skalárního souèinu:u � (P � A) = u � [(g�� + u�u�):A] = u�(g�� + u�u�)A� == u�g��A� + u�(u�u�)A� = u�A� � u�A� = u�A� � u�A� = 0:Také se snadno mù¾eme pøesvìdèit, ¾e je-li A � u = 0; pak P � A = A:u � (P � A) = 0A � u = 0 )) A = P � A:To znamená, ¾e se vektor A promítne sám na sebe.Pøedpokládejme nyní, ¾e n je jednotkový prostorupodobný vektor.Potomn � (P � A) = n�(g�� � n�n�)A� = n�g��A� � n�n�n�A� = n�A� � n�A� = 0:Stejnì jako vektor A, tak i vektor n se zobrazí sám na sebe.Nech» P je nyní projekèní operátor kolmý na nulový vektor k; tedyk � (P � A) = 0pro ka¾dý vektor A: Opìt snadno doká¾eme, ¾e P+K(k
 k), K je libovolná konstanta, jetaké projekèní operátor. P = g � n 
 n+K(k
 k);



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 12P�� = g�� � n�n� +K(k�k�):Souèin k�k� vypoèteme pomocí skalárního souèinu k � k:0 = k � k = g��k�k� ) (k�k�) = k � kg�� = 0:Tedy P = g�� � n�n� ;co¾ znamená, ¾e takových projekèních tenzorù je nekoneènì mnoho.Poznámka: V¹imnìte si, ¾e mno¾ina nulových projekèních operátorù je neprázdná a ¾epro libovolný ètyøvektorw lze jeden z tìchto operátorù zapsat ve tvaru P = g�(w
k)=(k�w).Zároveò si také pov¹imnìte, ¾e neexistují symetrické nulové projekèní operátory.Úloha 6.Doka¾te, ¾e konformní transformace metriky, napø. g�� ! f(x�)g�� pro libovolnoufunkci f , zachovává v¹echny úhly. Doka¾te také, ¾e tato transformace zachovává nulovékøivky.Øe¹ení:V euklidovském prostoru je odchylka dvou vektorù a; b de�nována jako podíl skalárníhosouèinu a � b a souèinu velikostí tìchto vektorù (j a j : j b j)cos� = a � b(j a j : j b j) :Analogickým zpùsobem budeme de�novat odchylku dvou vektorù v libovolném met-rickém prostoru. Nech» A;B jsou dva libovolné vektory metrického prostoru. Pak jejichodchylku � vypoèteme podle vztahucos � = (A � B)(j A j : j B j) :Pøi konformní transformaci souøadnic g�� ! f(x�g��) mù¾eme psátcos � = A � Bj A j : j B j = g��A�B�qg��A�A�g��B�B� ! f(x
)g��A�B�qf(x
)g��A�A�f(x
)g��B�B� =;= f(x
)g��A�B�f(x
)qg��A�A�g��B�B� = g��A�B�qg��A�A�g��B�B� = cos �:Nulové køivky zùstávají nulovými køivkami, proto¾e druhá mocnina jejich teèného vek-toru zùstává rovna nule: 0 = e � e = g��e�e� :Tedy pøi konformní transformaci souøadnic platíe0 � e0 = f(x
)g��e�e� = f(x
):0 = 0



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 13Úloha 7.Varieta, která má tvar dvojrozmìrné koule, je v okolí � = 12 ; � = 0 popsána metrikouds2 = d�2 + (� � �3)2d�2:Tato varieta má právì jeden bod, který není lokálnì rovinný, zvaný þkónickáÿ singularita.Doka¾te, ¾e existují dvì maximální analytická roz¹íøení této metriky, tj. ¾e existují dvìrùzné mo¾nosti roz¹íøení metriky, která splòují podmínku existence právì jedné þkónickéÿsingularity.Poznámka: V¹imnìte si, ¾e v lokáním souøadnicovém okolí metrika ne v¾dy zachováváglobální charakter variety.( Nápovìda: Uva¾ujte periodiènost souøadnice �:)Øe¹ení:Rovnice metriky, která popisuje danou varietu, jeds2 = d�2 + (� � �3)2 d�2: (1.22)Pokud v rovnici (1.22) nahradíme koe�cient (� � �3)2 výrazem sin2 �, obdr¾íme metriku,která popisuje jednotkovou euklidovskou kouli. Podle zpùsobu zadání se jedná o nìjakýdruh osovì symetrické deformované dvojrozmìrné koule s mo¾nými singularitami v bodech� = 0;�1: Máme-li zadánu hodnotu � = 12, je zøejmé, ¾e mìøítko � se mù¾e mìnit od 0 do1 (tedy 0 < � < 1).Musíme vy¹etøit zvlá¹tní pøípady � = 0; � = 1 s ohledem na hodnoty, které mù¾enabývat souøadnice �. Víme, ¾e � musí být periodická, proto¾e ze zadání metriky plyne:(� = 0, v¹echna �) a (� = 1, v¹echna �) vyjadøují ka¾dá jeden bod.Pro � � 0 obdr¾íme pøibli¾ný tvar metrikyds2 � d�2 + �2 d�2:Nech» je souøadnice � periodická s periodou P , potom vlastní obvod o kru¾nice o po-lomìru �� je o = PZ0 (��) d� = (��)P:Jestli¾e se máme vyhnout þkónickéÿ singularitì, pak musí platito = 2�(��):Proto P = 2�:Nyní uva¾ujme � � 1 : Potomds2 � d�2 + �2 (1� �2)2 d�2 = d�2 + �2(1� �)2(1 + �)2 d�2 =;= d�2 + 4(1� �)2 d�2:Abychom se vyhnuli þkónickéÿ singularitì v tomto pøípadì, musí platit analogickápodmínka jako v pøede¹lém pøípadì:o = PZ0 2(��) d� = 2P (��) = 2�(��):



KAPITOLA 1. METRIKA PROSTORU 14Rovnost nastává pro P = �:Tedy mù¾eme polo¾it P = 2� a mít þkónickouÿ singularitu v bodì � = 1, nebo polo¾ímeP = � a þkónickáÿ singularita je v bodì � = 1. To jsou jediná dvì mo¾ná globální roz¹íøenívariety (1.22).



Kapitola 2Kovariantní derivace, geodetickékøivky2.1 ÚvodParciální derivace vektoru nebo tenzoru podle prostorové souøadnice (struènì je ozna-èujeme èárkou, napøíklad dA�dx� = A�;� ) nejsou samy o sobì slo¾kami tenzoru, proto¾emusíme vzít v úvahu také zakøivení prostorových souøadnic. Zobecnìním této my¹lenkymù¾eme dojít k pojmu tzv. kovariantní derivace (struènì ji oznaèujeme støedníkem, napø.A�;�). Tenzor, který vznikne derivováním tenzoru Q = Q��:::
�::: oznaèíme rQ a jeho slo¾kyvypoèteme podle vztahuQ��:::
�:::;� � Q��:::
�:::;� + ���� Q��:::
�::: + ���� Q��:::
�::: + � � ��� ��
� Q��:::��::: � ���� Q��:::
�::: � � � � ;kde ka¾dému indexu odpovídá právì jeden korekèní èlen. Výrazy ���
 se nazývají Chris-to�elovy symboly (nebo koe�cienty a�nní konexe1) Jejich výpoèet je nejjednodu¹¹í v tzv.souøadnicové bázi (v této bázi platí, ¾e komutátor dvou bázových vektorù je roven nule atedy také komutaèní koe�cienty c
�� jsou rovny nule,) tj. platíc
��e
 = [e�; e�] = e� � e� � e� � e� = 0:Potom ���
 = g�� ���
 = 12 g�� (g��; 
 + g�
;� � g�
 �):V nesouøadnicové bázi Christo�elovy symboly vypoèteme podle vztahu (viz napø. [8])���
 = 12(g��; 
 + c��
 + g
�;� + c
�� � g�
; �� c�
�):Zároveò platí, ¾e Christo�elovy symboly ���
 jsou symetrické v posledních dvou indexech,tj. platí ���
 = ��
� :1Vztah mezi Christo�elovými symboly a koe�cienty a�nní konexe je popsán v pøíkladu (1). Podrobnìj¹íinformace jsou uvedeny napøíklad v [3], [8]. 15



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 16Kovariantní derivaci, kterou skalárnì vynásobíme libovolným vektorem u nazývámederivace ve smìru vektoru u a platí(rQ) � u � ruQ = Q��:::
�:::;� u� :Nech» u je teèný vektor ke køivce, která je parametrizovaná pomocí parametru �; pak lzepsát u = dd� prou� = dx�d� a ruQ = DQ� :Pokud je vektor u bázový vektor, potom platíre�Q � r�Q:S vyu¾itím bázových vektorù mù¾eme zapsat také koe�cienty a�nní konexe ve tvarur�e� = ���� e� neboli ���� = e� � r�e�:Operátor kovariantní derivace r splòuje v¹echna pravidla pro výpoèet derivací s vý-jimkou komutativnosti (tj. rurv 6= rvru ).Nech» u je teèný vektor køivky. Pak øekneme, ¾e vektor Q je paralelnì pøenesen podélkøivky, jestli¾e platí ruQ = 0:Jestli¾e nyní nahradíme vektor Q vektorem u; obdr¾íme vztahruu = 0;co¾ je rovnice geodetické èáry.Nech» nyní x�(�) je geodetická èára. Potom slo¾ky rovnice této geodetické èáry jsou0 = (ruu) = d2x�d�2 + ���� dx�d� dx�d�(tuto rovnici odvodíme v pøíkladu 9). V tomto pøípadì musí být � a�nní parametr podélkøivky. To znamená, ¾e pro nenulové2 je � úmìrné vlastní délce geodetické èáry.Pøedpokládejme nyní prostorupodobnou køivku. Nech» u je její teèný vektor a nech»a = ruu = Dud� : Fermi-Walkerùv pøesun vektoru V de�nujeme pøedpisemruV = (u
 a� a
 u) � V;kde operace þ
ÿ znamená u
 a = u� a� = u� a�a uplatòuje se u zrychlených vzta¾ných soustav.2Nulová køivka má význam svìtlupodobné køivky. Nenulové jsou potom v¹echny èasupodobné a v¹echnyprostorupodobné køivky.



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 172.2 ÚlohyÚloha 1.Doka¾te, ¾e koe�cienty a�nní konexe ���
 nevyhovují tenzorovým transformaèním pra-vidlùm.Øe¹ení:Pøedpokládejme, ¾e máme takto de�novanou transformaci:e�0 = L��0e� ;kde L��0 � dx�dx�0 :Potom re0�e0� = �� 0�0�0e� 0 = r(L��0e�)(L��0e�) = L��0re�(L��0e�) == L��0(L��0;�e� + L��0re�e�):Pøitom víme, ¾e re�e� = ����e� :Tedy �� 0�0�0e� 0 = L��0(L��0;�e� + L��0����e�): (2.1)Transformaci pro pøechod od èárkovaných souøadnic k neèárkovaným lze zapsat tímtozpùsobem: e� = L�0� e�0 :S vyu¾itím tohoto vztahu mù¾eme rovnici (2.1)0 dále upravit a získáme�� 0�0�0e� 0 = L��0(L��0;�L� 0� e� 0 + L��0����L� 0� e� 0) = L��0(L��0;�L� 0� + L��0L� 0� ����)e� 0 :Proto �� 0�0�0 = L��0L��0L� 0� ���� + L��0L� 0� L��0;�: (2.2)Druhý èlen na pravé stranì rovnice (2.2) zpùsobuje, ¾e se koe�cienty a�nní konexetransformují jinak ne¾ tenzory.Úloha 2.V dvojrozmìrném euklidovském prostoru popsaném polárními souøadnicemi r, � uka¾te,¾e geodetické èáry splývají s pøímkami.a) Najdìte Christo�elovy symboly pomocí derivace metrických koe�cientù g�� z inter-valu ds2 = dr2 + r2d�2 .b) V souøadnicovém systému x, y, x = r cos �, y = r sin �, pøedpokládejte, ¾e v¹echnykoe�cienty a�nní konexe jsou nulové(tj. �xxx = �xxy = � � � = 0):Pou¾itím transformaèního zákona najdìte tyto koe�cienty v souøadnicích r, �.c) Najdìte Christo�elovy symboly ���
 s vyu¾itím rovnice geodetické èáry.



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 18Øe¹ení:a) Dvojrozmìrný metrický prostor je popsán metrikouds2 = dr2 + r2 d�2; (2.3)odpovídající metrický tenzor je g�� =  1 00 r2 ! :Pro výpoèet Christo�elových symbolù pou¾ijeme de�nièního vztahu���
 = 12g��(g��;
 + g
�;� � g�
;�); (2.4)kde g�� je v na¹em pøípadì g�� = 0@ 1 00 1r2 1A :Jak vidíme ze zápisu metrického tenzoru, jediným koe�cientem, který pøi derivacinezaniká, je g�� = r2, a to pøi derivaci podle r. Proto nenulové budou pouze tyChristo�elovy symboly, které obsahují èlen g��;r = 2r. Jsou to:�r�� = 12 grr(gr�;� + g�r;� � g��;r) = 12 grr(�g��;r) = �r;��r� = ���r = 12 g��(g��;r) = 1r :Zbývající koe�cienty a�nní konexe jsou nulové.b) Polární souøadnice jsou de�novány rovnicemix = r cos �;y = r sin �: (2.5)Odtud plyne x2 + y2 = r2;xy = cotg �: (2.6)Derivováním tìchto rovnic obdr¾íme vztahy pro dr a d� v závislosti na dx a dy,co¾ jsou v podstatì transformaèní rovnice pro pøechod z kartézských do polárníchsouøadnic. 2r dr = 2x dx+ 2y dy;� d�sin2 � = y dx� x dyy2 : (2.7)Dosadíme-li do soustavy rovnic (2.15) vztahy (2.5), obdr¾íme po úpravìdr = cos � dx+ sin � dy;d� = �sin �r dx+ cos �r dy; (2.8)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 19a tedy mù¾eme psát matici transformaceL�0� =  Lrx LryL�x L�y ! = 0@ cos � sin ��sin �r cos �r 1A :Matici L��0 inverzní transformace vypoèítáme analogickým zpùsobem:x = r cos � ) dx = cos � dr� r sin � d�;y = r sin � ) dy = sin � dr + r cos � d�;L��0 =  Lxr Lx�Lyr Ly� ! =  cos � �r sin �sin � r cos � ! :Transformaèní rovnici v tenzorovém tvaru jsme odvodili v pøíkladu 1:��0�0
0 = L�0� L��0L�
0���� + L�0� L��0;
0 : (2.9)Podle pøedpokladu jsou v kartézských souøadnicích v¹echny Christo�elovy symboly���� nulové, tak¾e v rovnici (2.9) zùstane na pravé stranì pouze druhý èlen.��0�0
0 = L�0� L��0;
0 (2.10)Nyní u¾ mù¾eme vypoèítat jednotlivé koe�cienty a�nní konexe:�rrr = LrxLxr;r + LryLyr;r = 0;�r�� = LrxLx�;� + LryLy�;� = �r:Tímto zpùsobem urèíme také hodnoty zbývajících symbolù:��r� = ���r = 1r ;�rr� = �r�r = ���� = ��rr = 0:c) Nejprve uva¾ujme pøímku � = 0, r = s (s je a�nní parametr - délka ). Rovnicemetriky ds2 = dr2 + r2d�2 pøi této volbì souøadnic pøejde na tvar ds2 = dr2, tedyv rovnici geodetické èáry (viz pøíklad 9)d2x�ds2 + ���� dx�ds dx�ds = 0 (2.11)je nenulový pouze jeden èlen, který obsahuje �drds�2. Rovnice geodetiky se potomzjednodu¹í na tvar d2x�ds2 + ��rr �drds�2 = 0:Tato rovnice má dvì øe¹ení:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 20i) � = r, potom d2rds2 + �rrr �drds�2 = 0:Pøedpokládali jsme, ¾e r = konstanta a ds2 = dr2, tedy d2rds2 = 0 a�rrr = 0:ii) � = �, pak d2�ds2 + ��rr �drds�2 = 0:Z poèáteèní podmínky � = 0 plyne, ¾e��rr = 0:Nyní uva¾ujme køivky, které neprocházejí poèátkem. Pøeparametrizujeme rovnicigeodetiky (2.11) s vyu¾itím nea�nního parametru �:d2x�ds2 = d�ds dd� �d�ds dx�d� � = �d�ds�2 d2x�d�2 + d�ds dx�d� dd� d�ds == �d�ds�2 d2x�d�2 + dx�d� d2�ds2 ;�d�ds�2 d2x�d�2 + d2�ds2 dx�d� + ���� �d�ds�2 dx�d� dx�d� = 0;a po úpravì d2x�d�2 + d2�ds2�d�ds�2 dx�d� + ���� dx�d� dx�d� = 0: (2.12)Obecný tvar rovnice pøímky je r cos(� � 
) = R0; (2.13)kde 
, R0 jsou libovolné konstanty (viz napø. [2]). K vyøe¹ení rovnice (2.12) potøe-bujeme urèit hodnotu výrazu d2�ds2�d�ds�2 :Z rovnice (2.3) plyne ds2d�2 =  dr2d�2!2 + r2; (2.14)a z rovnice (2.13) drd� = R0 tg (� � 
)cos2(� � 
) : (2.15)Po dosazení rovnice (2.15) do rovnice (2.14) získáme�dsd��2 = R20cos4(� � 
);



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 21a odtud d�ds = cos2(� � 
)R0 (2.16)Proto d2�ds2 = �2 cos3(� � 
) sin(� � 
)R20 : (2.17)Po dosazení vztahù z rovnic (2.16) a (2.17) do rovnice (2.12) a po úpravì má rovnicegeodetiky tvar d2x�d�2 � 2 tg (� � 
)dx�d� + ���� dx�d� dx�d� = 0: (2.18)Uva¾ujme nyní bod o souøadnicích � = 
, r = R0, který le¾í na pøímce. Potomtg (� � 
) = 0 a rovnice (2.18) má teï tvard2x�d�2 + ���� dx�d� dx�d� = 0;který je ekvivalentní s rovnicíd2x�d�2 + ��rr �drd��2 + 2��r� drd� d�d� + ���� �d�d��2 = 0:Víme-li, ¾e r = konstanta a �rrr = ��rr = 0, získáme rovnicid2x�d�2 + ���� = 0;kterou opìt musíme vyøe¹it pro dvì hodnoty indexu �.i) Nech» � = r. Pak d2rd�2 + �r�� = 0a �r�� = �d2rd�2 :Vyu¾ijeme-li rovnice (2.15), mù¾eme psátd2rd�2 = R0 cos4(� � 
) + 6R0 sin2(� � 
) cos2(� � 
)cos6(� � 
) == R0cos2(� � 
)(1 + 6 tg 2(� � 
)):Ale proto¾e je � = 
, platí �r�� = �r:ii) Nech» � = �. Potom analogickydd� �d�d��+ ���� = 0;tudí¾ ���� = 0:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 22Proto¾e 
 a R0 jsou libovolné konstanty, platí tyto vztahy obecnì.Nakonec uva¾ujme libovolný bod le¾ící na pøímce. Napí¹eme dvì rovnice geodetickéèáry a pou¾ijeme ty Christo�elovy symboly, které ji¾ známe.d2rd�2 � 2 tg (� � 
)drd� + �rrr �drd��2 + 2�rr� drd� d�d� + �r�� �d�d��2 = 0;d2�d�2 � 2 tg (� � 
)d�d� + ���� �d�d��2 + 2��r� drd� d�d� + ��rr �drd��2 = 0:Ji¾ víme, ¾e �rrr = ��rr = ���� = 0; �r�� = �r, potom z geodetické rovnice pro � = �a s vyu¾itím rovnice (2.13) mù¾eme psát2��r� drd� = 2 tg(� � 
);r tg (� � 
)��r� = tg (� � 
);��r� = 1r :Úloha 3.Uva¾ujte rovinný prostor, který je popsán metrikouds2 = dr2 + r2d�2:a) Napi¹te rovnice geodetických èar v tomto prostoru a doka¾te, ¾e následující výrazyjsou prvními integrály tìchto rovnic.r2d�ds = R0 = konstanta; (2.19)�drds�2 + r2�d�ds�2 = 1: (2.20)b) S vyu¾itím výsledku a) odvoïte diferenciální rovnici prvního øádu pro r = r(�).c) Vzhledem k tomu, ¾e daný metrický prostor je dvojrozmìrný euklidovský prostor,napi¹te obecnou rovnici pøímky v souøadnicovém systému r,� a doka¾te, ¾e tatorovnice pøímky splòuje rovnici odvozenou v b).Øe¹ení:a) Nejprve napí¹eme rovnice geodetických èar, pøièem¾ pou¾ijeme Christo�elovy sym-boly, které jsme vypoèítali v pøedchozím pøíkladu, tj.�r�� = �r; ��r� = 1r :Tedy mámì dvì rovnice geodetických èard2rds2 + �r�� �d�ds�2 = 0; d2�ds2 + 2��r� drds d�ds = 0:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 23Po dosazení obdr¾íme d2rds2 � r�d�ds�2 = 0; (2.21)d2�ds2 + 2r drds d�ds = 0: (2.22)První výraz získáme, jestli¾e vyøe¹íme rovnici (2.22).d2�ds2�d�ds�2 + 2r drds = 0:Pou¾ijeme-li pravidla pro výpoèet derivace pøirozeného logaritmu, mù¾eme tuto rov-nici dále upravovat dds �ln d�ds + ln r2� = 0;proto výraz v hranatých závorkách musí být roven konstantìln�r2 d�ds� = konstantaa odtud plyne r2 d�ds = R0 = konstanta:Druhý z hledaných integrálù vypoèteme pøímo z rovnice metriky.dr2 + r2d�2 = ds2;�drds�2 + r2�d�ds�2 = 1:b) Vyjdeme z rovnice (2.20). Potom�drd� d�ds�2 + r2�d�ds�2 = 1: (2.23)Z rovnice (2.19) plyne d�ds = R0r2 ;a tento vztah dosadíme do rovnice (2.23).�d�ds�2 "�drd��2 + r2# = 1;R20r4 "�drd��2 + r2# = 1:Hledaná diferenciální rovnice je�drd��2 + r2 � r4R20 = 0: (2.24)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 24c) Rovnice pøímky, která neprochází poèátkem, má v polárních souøadnicích tvar (viznapø. [2]) r = Lcos(� � �) : (2.25)Potom
Obr. 1: K úloze 3drd� = L sin(� � �)cos2(� � �) ;a tento vztah dosadíme do rovnice (2.24):�drd��2 + r2 = L2 sin2(� � �)cos4(� � �) + L2cos2(� � �) == L2cos2(� � �) "sin2(� � �) + cos2(� � �)cos2(� � �) # L2L2 = L4cos4(� � �) 1L2 = r4L2 :Tedy v¹echny pøímky ve dvojrozmìrném euklidovském prostoru vyhovují rovnicigeodetické èáry.Úloha 4.a) Vypoètìte v¹echny koe�cienty a�nní konexe ���
 pro dvojrozmìrnýmetrický prostords2 = 1t2 (dx2 � dt2):b) Najdìte v tomto prostoru v¹echny èasupodobné geodetické køivky.Øe¹ení:a) Metrický tenzor této metriky jeg�� = 0B@ 1t2 00 � 1t2 1CA :



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 25Jediné derivace jeho slo¾ek, které nezanikají, jsougxx;t = � 2t3 ;gtt;t = 2t3 ;zbývající derivace jsou nulové. Vztah pro výpoèet koe�cientu a�nní konexe ���
 je���
 = 12(g��;
 + g
�;� � g�
;�):Potom �xxt = 12(gxx;t + gtx;x � gxt;x) = 12 �� 2t3� = � 1t3 ;�xtx = 12(gxt;x + gxx;t � gtx;x) = � 1t3 ;�txx = 12(gtx;x + gxt;x � gxx;t) = 1t3 ;�ttt = 12(gtt;t + gtt;t � gtt;t) = 1t3 ;�xxx = �ttx = �txt = �xtt = 0:b) Nejjednodu¹¹í zpùsob, jak nalézt rovnici geodetické èáry, je odvodit ji pøímo z jejíde�nice jako køivky extrémního vlastního èasu. Nech» rovnice geodetiky je x = x(t).Potom �Z d� = �Z p�ds2 = 0: (2.26)Z rovnice metriky získámeds2 = �dt2t2  1� dx2dt2 ! = dt2t2 � _x2 � 1� ;kde _x � dxdt ; a tento vztah dosadíme do rovnice (2.26).�Z sdt2t2 (1� _x2) = �Z dtt q1� _x2 = 0:Nyní pou¾ijeme analogii s teoretickou mechanikou, kdy¾ integrand budeme pova¾ovatza Lagrangeovu funkci. Odpovídající Euler-Lagrangeova rovnice jeddt 24 _xtq1� _x235 = 0(viz napø. [13] nebo pøíklad 9). Odtud plyne, ¾e_xtq1� _x2 = K = konstanta:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 26Nech» _x � dxdt = tgh �: (2.27)Potom K = sinh �t a platí t = sinh �K ; (2.28)dt = d�K cosh �:Z rovnice (2.27) vyplývá dx = dt tgh �:Tedy x = Z tgh �dt = 1K Z tgh � cosh �d� = 1K Z sinh � d�;x = cosh �K + x0;x� x0 = cosh �K :Tuto rovnici umocníme a vyu¾ijeme-li cosh2 � = 1 + sinh2 �; mù¾eme psát(x� x0)2 = a2 + t2;kde a � 1K :Tedy èasupodobnými geodetickými èaramijsou hyperboly a jejich asympto-tické plochy jsou svìtelné ku¾ely.
Obr. 2: K úloze 4



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 27Úloha 5.Uka¾te, ¾e kovariantní derivace metrického tenzoru je nulová.Øe¹ení:Výpoèet kovariantní derivace je nejjednodu¹¹í v souøadnicové bázi, kde je tato derivacede�novaná vztahem g��;
 = g��;
 � g�����
 � g�����
 :Za jednotlivé Christo�elovy symboly dosadíme���
 = 12g��(g��;
 + g�
;� � g�
;�);���
 = 12g�� (g��;
 + g�
;� � g�
;�):Potom g��;
 = g��;
 � 12(g��g��g��;
 + g��g��g�
;� � g��g��g�
;�++ g��g��g��;
 + g��g��g�
;� � g��g��g�
;�):Vyu¾ijeme-li vlastnosti metrického tenzoru g��g�� = ���; mù¾eme psátg��;
 = g��;
 � 12(���g��;
 + ���g�
;� � ���g�
;� + ���g��;
 + ���g�
;� � ���g�
;�):Nyní vidíme, ¾e v závorce zùstanou pouze ty èleny, u nich¾ je koe�cient ��� (resp. ���)roven jednièce, tj. pro � = � (resp. � = � ). Potomg��;
 = g��;
 � 12(g��;
 + g�
;� � g�
;� + g��;
 + g�
;� � g�
;�):Odtud g��;
 = g��;
 � 12(2g��;
) = 0:Úloha 6.Doka¾te, ¾e pro diagonální metriku jsou Christo�elovy symboly (v souøadnicovémtvaru) de�novány vztahy ���� = 0; ���� = � 12g�� @g��@x� ;���� = @@x� �lnq j g�� j� ; ���� = @@x� �lnq j g�� j� :Pøitom platí, ¾e � 6= � 6= � a nesèítáme pøes indexy, které se opakují.Øe¹ení:Christo�elùv symbol druhého druhu ���� je v souøadnicové bázi de�nován vztahem���� = 12g��(g��;� + g��;� � g��;�): (2.29)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 28a) Jestli¾e pøedpokládáme diagonální metriku, potom v¹echny nenulové koe�cienty pøí-slu¹ného metrického tenzoru le¾í na hlavní diagonále a jsou to tyto: g��, g�� a g��.Proto se v rovnici (2.29) � musí rovnat �, ale proto¾e je v zadání úlohy podmínka� 6= � 6= �, jsou v¹echny Christo�elovy symboly ���� nulové.b) Nahradíme-li v rovnici (2.29) index � indexem �, mù¾eme psát���� = 12g��(g��;�+ g��;� � g��;�) = �12g��g��;�:Nyní opìt vyu¾ijeme faktu, ¾e daná metrika je diagonální. Potom g�� = 1g�� a���� = �12 1g�� g��;�:c) Analogicky vypoèteme zbývající Christo�elovy symboly.���� = 12g��(g��;� + g��;� � g��;�) = 12g�� g��;�;a tedy ���� = 12 @@x� (ln j g�� j) = @@x� �lnq j g��j� :d) Nakonec ���� = 12g�� (g��;� + g��;� � g��;�) = 12g�� g��;� == @@x� �lnqjg��j� :Úloha 7.Doka¾te následující identity:a) g��;
 = ���
 + ���
 ,b) g��g��;
 = �g��g��;
,c) g��;
 = ����
g�� � ���
g��,d) g;� = �gg�
g�
;� = gg�
g�
;�,e) ���� = �lnqjgj�;� ,f) g������ = � 1qjgj �g��qjgj�;� ,



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 29g) A�;� = 1qjgj �qjgjA��;�,h) A��;� = 1qjgj �qjgjA���;� � ����A��,i) A��;� = 1qjgj �qjgjA���;� (pøedpokládejte, ¾e A�� je antisymetrický).Øe¹ení:a) Tuto identitu jsme v podstatì dokázali v pøíkladu 5. Lze ji ov¹em dokázat i jinýmzpùsobem: napí¹eme rovnice pro Christo�elovy symboly ���
 a ���
 a tyto rovnicepotom seèteme. ���
 = 12(g��;
 + g
�;� � g�
;�);���
 = 12(g��;
 + g
�;� � g�
;�):Po seètení získáme ���
 + ���
 = 12(2g��;
) = g��;
: (2.30)b) Pro metrický tenzor platí g��g�� = ���:Tuto rovnici zderivujeme a pøímo obdr¾íme výsledný vztahg��g��;
 + g��g��;
 = 0;a tedy g��g��;
 = �g��g��;
 : (2.31)c) K dùkazu této identity pou¾ijeme rovnici (2.31), ze které plyneg��;
 = � 1g�� g��g��;
:Za g��;
 dosadíme z rovnice (2.30). Pakg��;
 = �g��g��(���
 + ���
) = �g��g�����
 � g��g�����
 ;a tedy g��;
 = �g�����
 � g�����
 : (2.32)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 30d) Pro libovolnou matici jjg�� jj platíg��;� = 0B@ g11;� g12;� : : : g1n;�... ...gn1;� gn2;� : : : gnn;� 1CA :Determinant matice se obecnì vypoète podle vzorceg =XP sgnP g1k1g2k2 : : :gnkn ;kde P =  1; 2; : : : ; nk1; k2; : : : ; kn !je permutace mno¾iny f1; 2; : : : ; ng a sgnP je znaménko pøíslu¹né permutace(viz napø. [2],[11]).Tedy g;� = XP sgnP (g1k1;�g2k2 : : : gnkn + g1k1g2k2;� : : : gnkn++ g1k1g2k2 : : : gnkn;�) == ���������� g11;� g12;� : : : g1n;�g21 g22 : : : g2n... ... ...gn1 gn2 : : : gnn ����������+ � � �+ ���������� g11 g12 : : : g1ng21 g22 : : : g2n... ... ...gn1;� gn2;� : : : gnn;� ���������� :Jednotlivé determinanty vypoèteme podle Laplaceovy vìty (viz [11])g = detG = nXk=1 gikGik; (2.33)kde Gik je algebraický doplnìk prvku gik : Potomg;� = nX�=1 g1�;�G1� + � � �+ nX�=1 gn�;�Gn� = nX�=1 nX�=1 g��;�G��:Proto¾e se ale v na¹em pøípadì algebraické doplòky nemìní, mù¾eme je vyjádøitz rovnice (2.33) a dosadit do pøedchozí rovniceg;� = nX�=1 nX�=1 g��;� g g��:Tento vztah mù¾eme je¹tì pøepsat pomocí Einsteinova sumaèního pravidlag;� = g g�� g��;�



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 31e) Christo�elùv symbol ���� v souøadnicovém tvaru vypoèteme podle vztahu���� = 12g��(g��;� + g��;� � g��;�):Nech» � = �: Potom���� = 12g��(g��;� + g��;� � g��;�) = 12(g��g��;� + g��g��;��� g��g��;�) = 12g��g��;�:Zamìníme-li v posledním èlenu pøedchozí rovnice sumaèní indexy(tj. �! �; � ! �), budou poslední dva èleny shodné a jejich rozdíl bude roven nule.Pou¾ijeme-li rovnost g��g��;� = g;�g = (ln g);�mù¾eme psát ���� = 12 g;�g = 12(ln jgj);� = �lnqjgj�;� : (2.34)f) K dùkazu této identity pou¾ijeme rovnosti (2.32), v ní¾ index 
 nahradíme indexem�. Potom lze psát g��;� = �����g�� � ����g��:Odtud plyne, ¾e ����g�� = �g��;� � ����g��Z rovnosti (2.34) vyplývá ���� = �lnqjgj�;� :Proto ����g�� = �g��;� � �lnqjgj�;� g��:Nyní zamìníme sumaèní indexy: � ! �; �! �: Potom����g�� = �g��;� � �lnqjgj�;� g�� = �g��;� � 1qjgj �qjgj�;� g�� == � 1qjgj "qjgjg��;� + g���qjgj�;�# :Výraz v hranatých závorkách je derivace souèinu, tedy����g�� = � 1qjgj �g�� qjgj�;� :



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 32g) Kovariantní derivace A�;� je de�nována vztahemA�;� = A�;� + ����A�:Opìt pou¾ijeme rovnost (2.34) a získámeA�;� = A�;� + 1qjgj �qjgj�;� A� = 1qjgj "qjgjA�;� +A� �qjgj�;�# ;co¾ lze pøepsat ve tvaru A�;� = 1qjgj �A� qjgj�;� :h) Kovariantní derivaci A��;� smí¹eného tenzoru A�� de�nujemeA��;� = A��;� + ����A�� � ����A��:Analogickým zpùsobem jako v pøedchozím pøípadì odvodíme následující rovnostA��;� = A��;� + 1qjgj �qjgj�;�A�� � ����A�� == 1qjgj "qjgjA��;� + �qjgj�;�A��#� ����A��:Po zámìnì sumaèních indexù �! � mù¾eme tuto rovnici psát ve tvaruA��;� = 1qjgj "qjgjA��;� + �qjgj�;� A��#� ����A�� == 1qjgj �qjgjA���;� � ����A��:i) Budeme postupovat obdobnì jako pøi dokazování pøede¹lých dvou rovností. Kovari-antní derivace A��;� kontravariantního tenzoru A�� je de�nována tímto zpùsobemA��;� = A��;� + ����A�� + ����A��:Tedy A��;� = A��;� + ����A�� + 1qjgj �qjgj�;�A�� == 1qjgj "qjgjA��;� + �qjgj�;� A��#+ ����A�� == 1qjgj �qjgjA���;� + ����A�� :



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 33Ale proto¾e pøedpokládáme antisymetrický tenzor, platí����A�� = �����A��a poslední èlen zaniká. TedyA��;� = 1qjgj �qjgjA���;� :Úloha 8.Nech» je geodetická èára èasupodobná v libovolném pevnì zvoleném bodì P. Doka¾te,¾e je èasupodobná v ka¾dém bodì podél své délky (obdobnì tuto vlastnost doka¾te i proprostorupodobnou a svìtlupodobnou geodetickou èáru).Øe¹ení:Nech» u je teèný vektor geodetické èáry v daném bodì P. Pak tato geodetika jea) prostorupodobná, jestli¾e u � u > 0,b) svìtlupodobná, jestli¾e u � u = 0,c) èasupodobná, jestli¾e u � u < 0.Dále víme, ¾e ru(u � u) = 2u � ruu = 0;co¾ plyne z rovnice geodetické èáry ruu = 0: To ale znamená, ¾e se skalární souèin u � uzachovává podél celé geodetické èáry, a tedy ¾e geodetická èára zùstává prostorupodobnánebo èasupodobná nebo svìtlupodobná podél celé své délky.Úloha 9.Odvoïte rovnici geodetické èáry z de�nice geodetiky jako køivky extrémního vlastníhoèasu.Øe¹ení:Geodetická èára jako køivka extrémního vlastního èasu musí vyhovovat variaèní pod-mínce �� = � BZA d� = 0: (2.35)Víme, ¾e platí d�2 = �(ds2) = �g�� dx�ds dx�ds :Z této rovnice vyplývá s�g�� dx�d� dx�d� = 1: (2.36)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 34Stejnì jako v pøíkladu 4 pou¾ijeme analogii s Lagrangeovou funkcí a s Lagrangeovourovnicí z teoretické mechaniky, pøièem¾ Lagrangeovu funkci ztoto¾níme s výrazemL = q�g�� dx�dx�:Potom mù¾eme variaèní rovnici (2.35) pøepsat ve tvaru�Z Ld� = 0: (2.37)Obecný tvar Lagrangeovy rovnice jedd� �@L@ _x� = @L@x (2.38)(viz [13]). Vyu¾ijeme-li vztahu (2.36), potom platí@L@ _x = @L@u
 = 12s�g�� dx�d� dx�d�  �g�� @u�@u
 u� � g�� u�@u�@u
! == �12 �g�� ��
 u� + g�� ��
 u�� = �g
� u� ;@L@x = @L@x
 = 12s�g�� dx�d� dx�d� ��g��;
 u�u�� = �12g��;
 u�u�;a tyto vztahy dosadíme do rovnice (2.38).dd� (g
� u�) = 12g��;
 u�u�Potom g
� du�d� + dx�d� g
�;� u� = g
� du�d� + g
�;� u�u� = 12g��;
 u�u� :Po úpravì a po vynásobení celé rovnice výrazem g
� lze psátg
� g
� d2x�d�2 + 12g
� u�u�(g
�;�+ g
�;� � g��;
) = 0;a tedy ��� d2x�d�2 + g
� �
�� dx�d� dx�d� = 0;co¾ lze dále upravit d2x�d�2 + ���� dx�d� dx�d� = 0:Úloha 10.Rovnice geodetické èáry pro a�nní parametr � má tvard2x�d�2 + ���
 dx�d� dx
d� = 0:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 35Doka¾te, ¾e v¹echny a�nní parametry jsou spojeny s konstantními koe�cienty pomocílineárních transformací.Øe¹ení:Pøedpokládejme, ¾e pomocí funkèního pøedpisu s = f(�) de�nujeme novou paramet-rizaci køivky. Potom pro první a druhou derivaci podle � mù¾eme psátdd� = dfd� dds = f 0 dds; (2.39)d2d�2 = dd� � dd�� = dd� � dfd� dds� = d2fd�2 dds + dfd� dd� dds == f 00 dds + f 02 d2ds2 :Dosadíme-li oba tyto vztahy do rovnice geodetické èáryd2x�d�2 + ���
 dx�d� dx
d� = 0;obdr¾íme rovnici f 00 dx�ds + f 02 d2x�ds2 + ���
 f 02 dx�ds dx
ds = 0:Tuto rovnici vynásobíme výrazem 1f 02 . Potomd2x�ds2 + f 00f 02 dx�ds + ���
 dx�ds dx
ds = 0: (2.40)Rovnice (2.40) pøejde na tzv. standartní tvar s a�nním parametrem s, jestli¾e druhýèlen zanikne, tj. jestli¾e platí f 00f 02 dx�ds = 0:Odtud ov¹em plyne, ¾e f 00 � d2fd�2 = 0:Tedy s je lineární funkcí �:Úloha 11.a) Doka¾te, ¾e v rovinném prostoroèase mù¾eme zapsat zákon zachování ètyøhybnostivolné èástice ve tvaru rp p = 0:b) Doka¾te, ¾e se èástice s nenulovou klidovou hmotností pohybuje podél èasupodobnégeodetické èáry.Øe¹ení:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 36a) Slo¾ky (rp p) jsou(rp p)� = mu�(p�;� + ���� p�) = m dp�d� + u�p�����! :V rovinném prostoroèasu mù¾eme v¾dy nalézt globální souøadnicovou soustavu,v ní¾ jsou v¹echny Christo�elovy symboly nulové (tyto souøadnice se nazývají Min-kowského souøadnice). V Minkowského souøadnicové soustavì mù¾eme psát(rp p)� = mdp�d� :Zároveò v této soustavì lze psát zákon zachování ètyøhybnosti ve tvarudpd� = 0;tedy rp p = 0:Tato rovnice je tenzorová, musí proto vyjadøovat zákon zachování ètyøhybnosti v li-bovolném tvaru.b) Ètyøvektor hybnosti je pøímo úmìrný ètyøvektoru rychlosti hmotné èástice.p� = m0u�;kde m0 je klidová hmotnost èástice, u� ètyøvektor rychlosti.Zákon zachování ètyørychlosti lze psát ve tvaruu�u� = �1:Potom p�p� = m20(u�u�) = �m0:Proto¾e je skalární souèin roven zápornému èíslu, pohybují se hmotné èástice poèasupodobných geodetických èarách.Úloha 12.Doka¾te Fermatùv princip v obecné teorii relativity: v libovolné statické metrice (g0j =g��;0 = 0) uva¾ujte v¹echny svìtlupodobné køivky mezi dvìma body v prostoru, xj = aj ,xj = bj . Ka¾dá svìtlupodobná køivka xj(t) vy¾aduje urèitý souøadnicový èas �t k pøechoduz aj do bj. Uka¾te, ¾e v¹echny køivky extrémního èasu �t jsou svìtlupodobné geodetickéèáry prostoroèasu.Øe¹ení:Vyjdeme z obecné rovnice geodetické èáry s a�nním parametrem �.d2x�d�2 + ���
 dx�d� dx
d� = 0:Analogicky jako v pøíkladu 10 pøejdeme od a�nního parametru � k souøadnicovémuèasu t. Potom



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 37d2x�dt2 +  d2td�2!� dtd��2 dx�dt + ���
 dx�dt dx
dt = 0: (2.41)Nyní se v rovnici (2.41) omezíme na její prostorovou èást, tedy index � nahradímeindexem k, pøièem¾ k = 1; 2; 3, a celou rovnici vynásobíme výrazem gjk.gjk d2xkdt2 + gjk d2td�2!� dtd��2 dxkdt + �j�
 dx�dt dx
dt = 0: (2.42)Nejprve upravíme výraz �j�
 dx�dt dx
dt :�j�
 dx�dt dx
dt = �j00 �dtdt�2 + �jl0 dxldt + �jkl dxldt dxkdt : (2.43)Nyní vypoèteme Christo�elovy symboly �j00, �jl0 a dosadíme je do rovnice (2.43).�j00 = 12(gj0;0+ gj0;0 � g00;j) = �12g00;j;�jl0 = 12(gjl;0 + gj0;l � gl0;j) = 0:Zároveò z rovnice 0 = dt2 + gklg00dxkdxlvyjádøíme �dtdt�2 = 1 = � gklg00 dxkdt dxkdt ; (2.44)a tento výraz dosadíme do rovnice (2.43).�j�
 dx�dt dx
dt = ��j00 gklg00 dxkdt dxldt + �jkl dxkdt dxldt ;co¾ dosadíme do rovnice (2.42).gjk d2xkdt2 + gjk d2td�2� dtd��2 dxkdt � �j00 gklg00 dxkdt dxldt + �jkl dxkdt dxldt = 0: (2.45)Z rovnice geodetiky (2.41) vyjádøíme její èasovou slo¾ku.d2tdt2 + d2td�2� dtd��2 dtdt + �0�
 dx�dt dx
dt = 0:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 38Pøitom víme, ¾e dtdt = 1 a d2tdt2 = 0: Pakd2td�2� dtd��2 + �0�
 dx�dt dx
dt = 0;co¾ lze upravit na tvar g00 d2td�2� dtd��2 + �0�
 dx�dt dx
dt = 0:Nyní vypoèteme hodnoty Christo�elových symbolù, které vystupují v poslední rovnici.�000 = 0;�0ll = 0;�0k0 = 12g00;k 6= 0;Proto g00 d2td�2� dtd��2 = �2�0k0 dxkdt = �2�0l0 dxldt ;a tedy d2td�2� dtd��2 = � 2g00�0l0 dxldt :Tento vztah dosadíme do rovnice (2.45). Potomgjk d2xkdt2 + �jkl dxkdt dxldt � �j00 ds gklg00 � 2�0l0 gjkg00 dxkdt dxldt = 0: (2.46)Víme, ¾e �jkl = 12(gjk;l + gjl;k � gkl;j);�j00 = �12g00;j;�0l0 = 12g00;l;Po dosazení tìchto vztahù do rovnice (2.46) lze psátgjkg00 d2xkdt2 + dxkdt dxldt � 1g00�jkl + gkl2g00g00;j � gjkg200g00;l� = 0;a tuto rovnici budeme dále upravovatgjkg00 d2xkdt2 + 12 dxkdt dxldt �gjk;lg00 + glj;kg00 � gkl;jg00 + g00;jg00 gkl � 2g00;lg200 gjk� = 0;



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 39gjkg00 d2xkdt2 + 12 dxkdt dxldt �gjk;lg00 + glj;kg00 � gjkg00;lg200 � gjl;kg00 �� gjkg00;lg200 � gkl;jg00 + gklg00;jg200 � = 0: (2.47)Oznaème 
jk = �gjkg00 : Potom
jk;l = ��gjk;lg00 � gjkg00;lg200 � ;
jl;k = ��gjl;kg00 � gjlg00;kg200 � ;
kl;j = ��gkl;jg00 � gklg00;jg200 � :Vidíme, ¾e v hranatých závorkách na pravé stranì rovnice (2.46) se vyskytují právìtyto èleny. Proto mù¾eme psát
jk d2xkdt2 + 12 dxkdt dxldt (
jk;l + 
jl;k � 
kl;j) = 0: (2.48)Tuto rovnici mù¾eme dále upravit na tvard2xkdt2 + 12
jk dxkdt dxldt (
jk;l + 
jl;k � 
kl;j) = 0;d2xkdt2 + �kkl dxkdt dxldt = 0;co¾ je geodetická rovnice s a�nním parametrem t na trojrozmìrné varietì, která jepopsána metrikou 
jk. Z rovnice (2.44) vyplývá, ¾e øe¹ení rovnice (2.48) nabývá extrémníhodnoty �dt a Fermatùv princip zùstává v platnosti.Úloha 13.Nech» souøadnice x1 je cyklická souøadnice, tj. metrické koe�cienty g�� jsou nezávisléna x1. Jestli¾e p je hybnost neurychlované èástice, doka¾te, ¾e slo¾ka p1 je konstantní podélsvìtoèáry èástice.Øe¹ení:Nech» � je takový a�nní parametr, pro který platí p� = dx�d� . Potom pro pohyb èásticepo geodetické èáøe mù¾eme psát(rp p) � e1 = p1;� p� = 0:Pøitom kovariantní derivaci lze vyjádøit vztahemp1;� = p1;� � ��1� p� = dp1dx� � ��1� p�



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 40a tedy p� dp1dx� � ��1� = dx�d� dp1dx� � �(��)1 p�p� == dp1d� � �(��)1 p�p�: (2.49)V pøíkladu 7 jsme dokázali tuto rovnostg��;
 = ���
 + ���
 = 2�(��)
:Odtud plyne, ¾e �(��)1 = 12g��;1 = 0a tento vztah dosadíme do rovnice (2.49)dp1d� = 12p�p�g��;1 = 0:Tedy slo¾ka p1 je konstantní podél celé svìtoèáry èástice.Úloha 14.V bodì � = �0; � = 0 na povrchu dvojrozmìrné kouleds2 = d�2 + sin2 � d�2vektor A splývá s vektorem e�: Jaké bude mít slo¾ky po pøesunutí paralelním pøenosempodél kru¾nice � = �0? Jaká bude jeho velikost?Øe¹ení:Nech» je A paralelnì pøesunován podél souøadnicové osy � (pøitom � zùstává kon-stantní). Pro velikost zmìny vektoru pøi tomto pøenosu lze psátA�;� = A�;� + ���� A� = 0: (2.50)Nejprve musíme vypoèítat Christo�elovy symboly ����:���� = 12 g�� (g��;� + g��;� � g��;�) = �12 g��g��;� � 12 g��g��;� = 0;���� = 12 g�� (g��;� + g��;� � g��;�) = 12 g��g��;� = cotg �:Analogicky vypoèteme také ���� = 0;���� = � sin � cos �:Tedy rovnice (2.50) se rozpadá na dvì rovniceA�;� � sin � cos � A� = 0; (2.51)A�;� + cotg � A� = 0: (2.52)



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 41Rovnici (2.51) zderivujeme podle � a za A�;� dosadíme z rovnice (2.52).A�;�� = (sin � cos � A�);� = sin � cos � A�;� = � cos2 � A� :Øe¹ení této diferenciální rovnice budeme hledat ve tvaruA� = � cos(� cos �) + � sin(� cos�); (2.53)kde �; � jsou konstanty. Rovnici (2.53) nyní dosadíme do rovnice (2.51)[� cos(� cos �) + � sin(� cos �)];� = sin � cos � A�a tedy A� = �� sin(� cos �) + � cos(� cos �)sin � :Z poèáteèní podmínky, ¾e v bodì � = 0 je vektor A toto¾ný s vektorem e� , vypoètemehodnoty obou konstant. Na poèátku (pøed zahájením paralelního pøenosu) platí:A� = 1 = � cos(0: cos�) + � sin(0: cos�) = � ) � = 1;A� = 0 = �� sin(0: cos�) + � cos(0: cos�)sin � = �sin � ) � = 0:Proto A� = cos(� cos �);A� = � sin(� cos �)sin � :Po provedení paralelního pøesunu vektoru A podél kru¾nice � = �0 mù¾eme v bodì� = 2� psát A� = cos(2� cos �);A� = � sin(2� cos �)sin � ;tudí¾ A = [cos(2� cos �)]e� � �� sin(2�) cos �sin � � e�:Velikost vektoru A v bodì � = 2� vypoèteme pomocí skalárního souèinu(A � A)2� = cos2(2� cos �) (e� � e�) + �sin(2� cos �)sin � �2 (e� � e�) == 1� cos2 �sin � = 1 = (A � A)0:Vidíme, ¾e se pøi paralelním pøesunu mìní smìr vektoru A, ale nemìní se jeho velikost.Úloha 15.Doka¾te, ¾e se pøi Fermi-Walkerovì paralelním pøesunu dvou vektorù x; y nemìní hod-nota skalárního souèinu x � y.Øe¹ení:



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 42Nech» x; y jsou libovolné vektory. Potom rovnice popisující Fermi-Walkerùv paralelnípøesun podél køivky C jsou rux = (u
 a � a
 u) � x;ruy = (u
 a � a
 u) � y;kde u je teèný vektor køivky C a a = ruu.Zmìnu skalárního souèinu vypoèítáme pomocí pravidel pro výpoèet skalárního souèinua pro derivaci souèinu.ru(x
 y) = (rux) � y+ x � (ruy) == [(u
 a � a
 u) � x ] � y+ x [(u
 a � a
 u) � y ]:Tuto rovnici si rozepí¹eme do slo¾ek.ru(x � y) = (u�a� � a�u�)x�y� + x�(u�a� � a�u�)y� == u�a�x�y�| {z }1: � a�u�x�y�| {z }2: + x�u�a�y�| {z }3: � x�a�u�y�| {z }4: :Zamìníme-li sumaèní indexy � $ � mezi prvním a ètvrtým (resp. mezi druhým atøetím) èlenem, vidíme, ¾e tyto èleny jsou shodné, proto jejich rozdíl je roven nule.ru(x � y) = 0:To znamená, ¾e skalární souèin libovolných dvou vektorù, které jsou souèasnì pøemís-»ovány Fermi-Walkerovým paralelním pøesunem, se nemìní.Úloha 16.Uka¾te, ¾e Fermi-Walkerùv pøesun podél geodetické èáry je stejný jako paralelní pøesunpodél té¾e køivky.Øe¹ení:Diferenciální rovnice pro Fermi-Walkerùv paralelní pøesun libovolného vektoru jerux = (u
 a � a
 u) � x; (2.54)kde u je teèný vektor ke køivce a a = ruu = Dud� .Proto rovnici (2.54) mù¾eme pøepsatrux = [u
 (ruu ) � (ruu )
 u ] � x:Jestli¾e je køivka, podél ní¾ tento paralelní pøesun probíhá, geodetickou køivkou, musínutnì splòovat rovnici geodetické èáry ruu = 0:Potom rux = [u
 o � o
 u] � x = o � x = 0:Ov¹em poslední rovnice je rovnicí paralelního pøesunu, tedy podél geodetických køivekjsou Fermi-Walkerùv a paralelní pøesuny identické.



KAPITOLA 2. KOVARIANTNÍ DERIVACE, GEODETICKÉ KØIVKY 43Úloha 17.Napi¹te následující výrazy bez pou¾ití indexù.a) U�;�U�U�,b) V �;�U� � U�;�V � ,c) T��;
V �W �U
 ,d) W�;�V�;
U
 ,e) W�;�
U
U� +W�;
U
;�U� � U
;�W �;
U
 :Øe¹ení:a) Pro kovariantní derivaci platí tyto dva vztahyi)V �;� = DV �dx� = r�V �;ii)(rV) � u = ruV. PotomU�;�U�U� = U�;�U�U� = (rUU) � U:b) Analogickým zpùsobem vyjádøíme i tento výraz.V �;�U� � U�;�V � = rUV� rVU = [U;V]:Výraz v hranatých závorkách se nazývá komutátor vektorù U; V:c) Obdobnì T��;
 V �W �U
 = V � (T��;
U
)W � = V � (rUT) �W:d) W�;�V�;
U
 = W�;� V �;
 U
 = r(rUV)W:e) V¹imnìte si, ¾e po vytknutí U� z prvních dvou èlenù tohoto výrazu zùstane v závorcekovariantní derivace souèinu.W�;�
U
U� + W�;
U
;�U� � U
;�W �;
U
 == (W�;�
U
 +W�;
U
;�)U� � U
;�W�;
U
 == (W�;� U
);�U� � U
;�W �;
U
 == rU(rUW)� r(rUW)W = [U;rUW]:



Kapitola 3Schwarzschildova geometrie3.1 ÚvodJi¾ v roce 1915; tedy rok po zveøejnìní obecné teorie relativity, publikoval nìmecký fyzikKarl Schwarzschild první exaktní øe¹ení Einsteinových rovnic poleR�� � 12 g�� R+� g�� = 8� T��;kde R�� je Ricciho tenzor, R = R�� skalární køivost, � kosmologická konstanta1 a T��tenzor energie hybnosti.Toto øe¹ení, které mù¾eme v køivoèarých souøadnicích t; r; �; � zapsat ve tvaru2ds2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1 1� 2Mr ! dr2 + r2 (d�2 + sin2 � d�2); (3.1)kde r je radiální vzdálenost, M hmotnost zdroje gravitaèního pole, je sféricky symetrickéa statické øe¹ení, které popisuje oblast ve vakuu3 v ní¾ platí r � 2M: Kritická hodnotar = 2M; ve které je zdánlivá singularita (kterou ov¹em lze odstranit pøechodem k jiné sou-stavì souøadnic), se nazývá Schwarzschildùv polomìr. Tato zdánlivá singularita spoèíváv tom, ¾e pozorovatel v nekoneènu nikdy neuvidí, ¾e volnì padající pozorovatel dosáhnevzdálenosti r = 2M; aèkoliv tento volnì padající pozorovatel této vzdálenosti dosáhl v ko-neèném vlastním èase (a dokonce v koneèném vlastním èase dosáhne vlastní singularity).Tedy pozorovatel v nekoneènu nedostane ¾ádné zprávy od pozorovatele, který ji¾ pøekroèilSchwarzschildùv polomìr.V této kapitole se budeme zabývat základními vlastnostmi prostoroèasu, který je po-psán Schwarzschildovou metrikou (3.1) (struènì jej budeme oznaèovat Schwarzschildovageometrie). Odvodíme rovnici geodetické èáry, ovìøíme platnost tøí þklasickýchÿ testùobecné teorie relativity. Sestrojíme tzv. þembedding diagramÿ, který znázoròuje odli¹nost1Ve Schwarzschildovì øe¹ení je kosmologická konstanta rovna nule.2Rovnici (3.1) mù¾eme zkrácenì zapsat takto:ds2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1�1� 2Mr �dr2 + r2 d
2;kde d
2 = (d�2 + sin2 � d�2):3Tj. oblast, kde tenzor energie hybnosti T�� je roven nule, tzn. oblast bez zdrojù gravitaèního pole.44



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 45prostorové èásti Schwarzschildovy geometrie od trojrozmìrného euklidovského prostoru.Nakonec se seznámíme s dal¹ími mo¾nými soustavami souøadnic (Lemaitrovy, Eddington-Finkelsteinovy, Kruskalovy), v nich¾ je nìkdy výhodné relativistické úlohy øe¹it.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 463.2 ÚlohyÚloha 1.Vypoètìte koe�cienty a�nní konexe 4 ���
 pro Schwarzschildovu metrikuds2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1 1� 2Mr ! dr2 + r2 (d�2 + sin2 � d�2):Øe¹ení:Metrický tenzor popisující Schwarzschildovu metriku je diagonální a má tvarg�� = 0BBBBBBB@ ��1� 2Mr � 0 0 00 �1� 2Mr ��1 0 00 0 r2 00 0 0 r2 sin2 � 1CCCCCCCA :Kontravariantní slo¾ky metrického tenzoru vypoèteme podle vztahug�� g�� = E;kde E je jednotková matice. Potomg�� = 0BBBBBBBBB@ � 1� 2Mr !�1 0 0 00  1� 2Mr ! 0 00 0 r�2 00 0 0 (r2 sin2 �)�1 1CCCCCCCCCA :Vidíme, ¾e slo¾ky metrického tenzoru nezávisí na t a na �, tedy v¹echny derivace slo¾ekmetrického tenzoru podle t a podle � budou rovny nule. Derivace podle � je rùzná od nulypouze v pøípadì slo¾ky g��: Nenulové Christo�elovy symboly potom jsou:4Koe�cienty a�nní konexe mù¾eme de�novat na libovolné varietì, na rozdíl od Christo�elových symbolù,které lze de�novat pouze v Riemannovì prostoru se zavedenou libovolnou metrikou.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 47�trt = �ttr = 12 gtt gtt;r = �12 1 1� 2Mr ! ��2Mr � = Mr(r � 2M) ;�rrr = 12 grr grr;r = 12  1� 2Mr ! 1 1� 2Mr !2 2Mr = Mr(r � 2m) ;�rtt = �12 grr gtt;r = 12  1� 2Mr ! ��2Mr � = �M(r � 2M)r3 ;�r�� = �12 grr g��;r = �12  1� 2Mr ! (2r) = �(r � 2M);�r�� = �12 grr g��;r = �12  1� 2Mr ! (�2r sin2 �) = �(r � 2M) sin2 �;��r� = ���r = 12 g�� g��;r = 12 2rr2 = 1r ;���� = �12 g�� g��;� = 12 1r2 (�2r sin � cos �) = � sin � cos �;��r� = ���r = 12 g�� g��;r = 12 1r2 sin2 � (2r sin2 �) = 1r ;���� = ���� = 12 g�� g��;� = 12 1r2 sin2 � (2r2 sin � cos �) = cotg �:V¹echny zbývající Christo�elovy symboly jsou nulové.Úloha 2.Doka¾te, ¾e druhá mocnina celkového momentu hybnostiL2 = p2� + 1sin2 � p2� (3.2)je konstantou pohybu podél libovolné Schwarzschildovy geodetické èáry.Øe¹ení:Nech» se èástice pohybuje v ekvatoriální rovinì. Potom � = �2 a p� = 0. ProtoL2 = p2�a z rovnice geodetické èáry doká¾eme, ¾e tento výraz je konstantní.d2�d�2 + 2��r� drd� d�d� = 0;



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 48d2�d�2d�d� + 2r drd� = 0:Odtud plyne, ¾e dd� �ln�d�d� �+ ln r2� = 0;a tedy u� = d�d� = Kr2 ;kde K je konstanta. Pak platíp� = mu� = mg�� u� = mK = konstanta:Nyní vyu¾ijeme sférickou symetrii Schwarzschildova øe¹ení. Pohyb v¾dy probíhá v ekva-toriální rovinì nìkterého otáèejícího se systému souøadnic. Pøedpokládejme, v daném oka-m¾iku je èástice ve vzdálenosti r a má zde moment hybnostiL� = r p� + r p�Potom L2 = L� L� = g�� r2 p2� + g�� r2 p2�� = r4 �p2� + 1sin2 �p2�� :Proto¾e ale mù¾eme soustavu souøadnic otoèit tak, aby pohyb probíhal v ekvatoriálnírovinì, musí být výraz na pravé stranì rovnice (3.2) roven konstantì.Úloha 3.Èástice padá v radiálním smìru ve Schwarzschildovì poli. Zjistìte velikost dostøedivésouøadnicové rychlosti drdt ve vzdálenosti r od støedu centrálního tìlesa v závislosti na ener-gii èástice. Jak velká je lokálnì mìøená rychlost vzhledem ke stacionárnímu pozorovateliv té¾e vzdálenosti?Øe¹ení:V èasové rovnici geodetické èáryd2tds2 + 2�trt drds dtds = 0polo¾íme s = � a dosadíme �trt = Mr(r � 2M) : Potomd2td�2 + 2Mr(r � 2M) drd� dtd� = 0:Tuto rovnici budeme øe¹it analogicky jako rovnici (2.22) v pøíkladu 3.d2td�2� dtd��2 + 2Mr(r� 2M) drd� = 0;



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 49co¾ mù¾eme upravit na tvardd� "ln� dtd� �+ ln 1� 2Mr !# = 0:Odtud ln " dtd�  1� 2Mr !# = K1;kde K1 je konstanta. Pakdtd�  1� 2Mr ! = eK1 = �u0 g00 = �u0 = ~E:Prvním integrálem pohybu je tedy výrazu0 = � ~E: (3.3)Druhým integrálem pohybu je þkvadrát ètyørychlostiÿu � u = �1: (3.4)�1 = u0 u0 + ur ur = g00 (u0)2 + grr (ur)2 == � 1� 2Mr ! (u0)2 + 1 1� 2Mr !(ur)2 == 2666664� 1� 2Mr !2 + �drdt�2 1� 2Mr ! 3777775 1 1� 2Mr !2 u20:Z posledního vztahu vyjádøíme �drdt�2 :�drdt�2 =  1� 2Mr !2 "1�  1� 2Mr ! 1u0# : (3.5)Stacionární pozorovatel ve vzdálenosti r namìøí èasové intervaly a radiální vzdálenostid~t =vuut 1� 2Mr ! dt d~r = 1vuut 1� 2Mr ! dr;tak¾e mìøí rychlost~v = d~rd~t = 1 1� 2Mr ! drdt =vuut1�  1� 2Mr ! 1u0 :V¹imnìte si, ¾e pro r ! 2M je ~v � 1; co¾ v geometrodynamické soustavì jednotekznamená rychlost svìtla.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 50Úloha 4.Odvoïte pohybové rovnice (tj. vztahy mezi t; r; �) pro èástici, která padá radiálnímsmìrem ve Schwarzschildovì poli. Uva¾ujte tøi pøípady:a) èástice vypu¹tìná ze vzdálenosti r = R s nulovou poèáteèní rychlostí,b) èástice vypu¹tìná z nekoneèna s nulovou poèáteèní rychlostí,c) èástice vystøelená z nekoneèna s poèáteèní rychlostí v1:Øe¹ení:Z prvních integrálù pohybu (viz pøíklad 3)u0 = � ~E u � u = �1plyne u0 = dtd� = g00 u0 = � 1 1� 2Mr ! (� ~E) = ~E 1� 2Mr ! ; (3.6)g00 (u0)2 + grr (ur)2 = �1;(ur)2 = �[1 + g00 (u0)2]grr = � 1� 2Mr !+ ~E2;ur = �s ~E2 � 1 + 2Mr : (3.7)V rovnici (3.7) budeme uva¾ovat pouze znaménko mínus, proto¾e ve v¹ech pøípadechse jedná o èástici, která padá do støedu, tj. drd� < 0.a) V pøípadì èástice, která volnì padá ze vzdálenosti r = R; platídrd� ����r=R = 0:Odtud plyne, ¾e 2Mr = � ~E2+1; tzn. ~E2 < 1: Rovnici (3.7) potom mù¾eme pøepsatve tvaru d� = � drs2Mr � 2MR :Tedy � = � Z drs2Mr � 2MR = � 1pM Z pr drs1� �2rR � 1� : (3.8)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 51K vyøe¹ení tohoto integrálu pou¾ijeme substitucicos � = 2rR � 1: (3.9)Potom platí r = R2 (cos � + 1);dr = �R2 sin � d�;� = arccos�2rR � 1� :Tyto vztahy dosadíme do rovnice (3.8) a obdr¾íme� = s R38M Z q1 + cos � sin � d�q1� cos � = s R38M Z (1 + cos �) d� == s R38M [� + sin �]:Dále vyjádøíme sin �sin � = q1� cos2 � = s1� �2rR � 1�2 = 2s rR � r2R2 :Potom � = s R38M 24arccos�2rR �+ 2s rR � r2R2 35 : (3.10)Jestli¾e zavedeme tzv. cykloidní parametr �, mù¾eme pøepsat rovnici (3.10) ve tvaru� =s R38M (� + sin �): (3.11)Z rovnice (3.6) vyplývát = Z ~E 1� 2Mr ! d� = ~E Z d�d� d� 1� 2Mr ! ==  1� 2Mr !s R38M Z (1 + cos �)1� 4MR(1 + cos �) d�: (3.12)Tento integrál vypoèteme pomocí substitucez = tg �2 ;



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 52pak � = 2 arctan z;d� = 2 dz1 + z2 ;cos � = 1� z21 + z2 :Po dosazení do rovnice (3.12) a po úpravì lze psátt = 2RM vuut R38M  1� 2Mr !Z dz(1 + z2 )2 " 2Mr � 1!� z2# :Poslední integrál rozlo¾íme na parciální zlomky a po jejich upravení platít = 2vuut2MR 1� 2Mr !Z dz1 + z2 +vuut2R3M  1� 2Mr !Z dz1� z2++ 2vuut2MR 1� 2Mr !Z dz� R2M � 1�� z2 == 2vuut2MR 1� 2Mr ! arctan z +vuut2R3M  1� 2Mr ! �12 arctan z ++ 12 z1 + z2�+ vuut2MR 1� 2Mr !vuut R2M � 1!� 1 ln ����������s R2M � 1 + zs R2M � 1 � z ����������:Vyu¾ijeme-li vztahu 12 sin � = z1 + z2 ;pak po úpravì získáme výsledný vztaht = 2M ln ����������s R2M � 1 + tg �2s R2M � 1� tg �2 ����������+ 2Ms R2M � 1 �� + R4M (� + sin �)� : (3.13)V pøípadì, ¾e se tg �2 blí¾í s R2M � 1, tj. r ! 2M; potom se èas t blí¾í k 1, tzn.,¾e kdy¾ se èástice blí¾í ke Schwarzschildovu polomìru, její vlastní èas roste nadev¹echny meze.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 53b) Jestli¾e se èástice pohybuje z nekoneèna s nulovou poèáteèní rychlostí, platí ~E = 1a rovnici (3.7) lze psát ve tvaruur = drd� = �s2Mr :Odtud plyne,¾e d�dr = �r r2M :Pøitom víme, ¾e dtdr = dtd� d�dr = u0 d�dr = �r r2M 1� 2Mr ! :Tedy t = � Z r r2M dr 1� 2Mr ! = � 1p2M Z rpr drr � 2M == � 1p2M Zpr dr� 2Mp2M Z pr drr� 2M == � 23p2M pr3 � Z r r2M drr2M � 1| {z }I2 :Integrál I2 vyøe¹íme pomocí substituce z = r r2M : Pak dz = drp4Mr , tedyI2 = 4M Z z2 dzz2 � 1 = 4Mz � 2M ln ����z + 1z � 1 ����+ konstanta == 4Ms r2M � 2M ln ����������s r2M + 1s r2M � 1 ����������+ konstanta:Tedy pro souøadnicový èas t platít = �23 s r32M � 4Ms r2M + 2M ln ����������s r2M + 1s r2M � 1 ����������+ konstanta:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 54c) Budeme postupovat analogicky jako v èásti a). Zákon zachování energie mù¾emevyjádøit pomocí rovnice2MR = ~E2 � 1 = 1m2  m21� v21!� 1 = v211� v21 ;kde m je hmotnost èástice. Rovnice (3.7) bude mít tvard� = � drs2Mr + 2MR ;z nìho¾ vyplývá � = � 1p2M Z pr drs rR + 1 = �s R2M Z s2rR drs2rR + 1 + 1 :Nyní pou¾ijeme substituci cosh � = 2rR + 1. Pak platídr = R2 sinh � d�;s2rR = pcosh � � 1:Potom � = �R2 s R2M Z q cosh � � 1 sinh � d�q cosh � + 1 = �s R2M Z (cosh � � 1) d�;a odtud � = �s R2M [sinh � � �]: (3.14)Stejnì jako v èásti a) vyjádøíme sin � pomocí cosh �:sinh � = q cosh2 � � 1 = 2s r2R2 + rR;a tento vztah dosadíme do rovnice (3.14).� = �s R2M 242s r2R2 + rR � arg cosh�2rR � 1�35 :Analogickým zpùsobem vypoèteme vlastní èas t. Ji¾ víme, ¾e



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 55r = R2 (cosh � � 1): (3.15)Z rovnice (3.6) plynet = Z dt = Z ~E d� 1� 2Mr ! = Z ~E 1� 2Mr ! d�d� d�: (3.16)Do této rovnice dosadíme vztahy pro r; � z rovnic (3.14), (3.15) a vztah~E = s1 + 2MRt = s1 + 2MR 0@�s R38M1AZ ( cosh � � 1) d�1� 4MR(cosh � � 1) :Tento integrál vypoèteme pomocí substituce z = cotgh �2 : Odtud vyplývá, ¾e� = 2 arg cotgh z ;cosh z = z2 + 1z2 � 1 :Po dosazení a po úpravì mù¾eme psátt = � R2M vuut R38M  1 + 2MR ! Z dr(1� z2)2  R2M + 1� z2! ;a po rozkladu na parciální zlomkyt = 14s2RM s1 + 2MR (4M � R) Z dzz � 1++ R4s2RM s1 + 2MR Z dz(z � 1)2�� 14s2RM s1 + 2MR (4M � R) Z dzz + 1++ R4s2RM s1 + 2MR Z dz(z + 1)2++ 2vuut2MR 1 + 2MR !Z dzR2M + 1� z2 ;



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 56co¾ je po integracit = vuuuuuut2MR 1 + 2MR !R2M + 1 ln ����������s R2M + 1 + zs R2M + 1� z ����������++ 4M � R4 vuut2RM  1 + 2MR ! ln ����z � 1z + 1 ������ R4 s2RM 1 + 2MR � 1z + 1 + 1z � 1� :Nyní upravíme jednotlivé výrazy:� 1z + 1 + 1z � 1� = 2zz2 � 1 = sinh �;ln ����z � 1z + 1���� = ln �������cosh �2 � sinh �2cosh �2 + sinh �2 ������� = ��:Po dosazení a po úpravì pak obdr¾íme rovnicit = 2M ln ����������s R2M + 1 + cotgh �2s R2M + 1� cotgh �2 ������������ 2Ms R2M + 1 �� + R4M (sinh � � �)� :Stacionární pozorovatel v nekoneènu, který mìøí souøadnicový èas od urèitého oka-m¾iku, v dùsledku nenulové poèáteèní rychlosti èástice tuto èástici pozoruje je¹tìpøed poèátkem mìøení. To znamená, ¾e pøi zmìnì vzdálenosti r od +1 do 2M sesouøadnicový èas mìní od �1 do +1:Úloha 5.Odvoïte diferenciální rovnici prvního øádu pro geodetické èáry veSchwarzschildovì geometrii (pro jednoduchost uva¾ujte pohyb v ekvatoriální rovinì).Øe¹ení:V pøíkladu 3 jsme odvodili první integrály pohybuu0 = � ~E = konstanta;u � u = �1: (3.17)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 57Dal¹í konstantou je u� = ~L = konstanta; (3.18)kterou vypoèteme z rovnice geodetické èáryd2�d�2 + 2r drd� d�d� + 2 cotg � d�d� d�d� = 0analogickým zpùsobem jako v pøíkladu 3. Po úpravì pøedchozí rovnice získámeln�d�d� r2 sin2 �� = K = konstanta;a odtud r2 sin2 � u� = u� = Lm = ~L;~E = Em , resp. ~L = Lm; je energie, resp. moment hybnosti, vzta¾ená na jednotkovouklidovou hmotnost.Zvolme ekvatoriální rovinu � = �2 , ve které je slo¾ka u� ètyørychlosti èástice rovnanule.Rovnici u � u = �1 rozepí¹eme do slo¾ek a vyjádøíme z ní ur = drd�u0u0 + urur + u�u� = �1(ur)2 = �drd� �2 = ��1� g00 (u0)2 � g�� (u�)2grr :Za u0 a u� dosadíme z rovnic (3.17) a (3.18), kontravariantní slo¾ky metrického tenzorujsme vypoèítali v pøíkladu 1. Potom�drd� �2 = 266664�1 + ~E2 1� 2Mr ! � ~L2r2 377775 1� 2Mr !a po odmocnìní �drd� � = �vuuuuuuut266664�1 + ~E2 1� 2Mr ! � ~L2r2 377775 1� 2Mr !:Dále víme, ¾e u� = d�d� = g00 u� = ~Lr2 . Protodrd� d�d� = ~Lr2 drd� = �vuuuuuuut266664�1 + ~E2 1� 2Mr ! � ~L2r2 377775 1� 2Mr !a hledaná diferenciální rovnice je



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 58drd� = �r2~L vuuuuuuut266664�1 + ~E2 1� 2Mr ! � ~L2r2 377775 1� 2Mr !: (3.19)Úloha 6.Doka¾te, ¾e se svìtelné paprsky ve Schwarzschildovì poli pohybují po køivkách, kterésplòují rovnici d2ud�2 + u = 3u2;kde u � Mr , r je Schwarzschildova radiální souøadnice. Vypoètìte minimální hodnotu rpodél trajektorie s vyu¾itím parametru b 5. O jaký úhel se odchýlí foton, který se pohybujekolem velmi hmotného sférického tìlesa v takové vzdálenosti, ¾e Mb � 1? Napi¹te rovnicipro úhel ohybu v závislosti na Mb :Øe¹ení:Nech» se foton pohybuje v ekvatoriální rovinì � = �2 : Potom u� = 0 a tedy i p� = 0.Nech» � je a�nní parametr, pro který platípr = drd�p� = d�d� = p�r2 :Potom drd� = drd� d�d� = prp� :Z invariantu p � p = �m2 = 0 (jedná se o fotony) vyplývágrr (pr)2 + g�� (p�)2 + g00 (p0)2 = 0;co¾ lze upravit na tvar 1 1� 2Mr !  prp�!2 + 1r2 � 1 1� 2Mr !  p0p�!2 = 0:Oznaème 
 =  p0p�!2, pak1 1� 2Mr ! 1r4 �prp��2 + 1r2 � 
 1� 2Mr ! = 0;5Parametr b je nejmen¹í vzdálenost trajektorie fotonu od støedu centrálního tìlesa



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 59a z této rovnice vyjádøíme � prp��2� prp��2 = 
r4 � r2  1� 2Mr ! == r4  1� 2Mr !266664 
 1� 2Mr ! � 1r2377775 = �drd��2 : (3.20)Zade�nujme nyní novou promìnnou u � Mu : Potom r = Mua dr = �Mu2 du. Dále mù¾eme psátdrd� = drdu dud� = �Mu2 dud� = �Mu2 u0;kde u0 � dud�: v¹echny tyto vztahy dosadíme do rovnice (3.20), kterou následnì upravímena tvar (u0)2 = M2 
 � u2 + 2u3: (3.21)Rovnici (3.21) zderivujeme podle � a obdr¾íme diferenciální rovnici druhého øádu2u0 u00 = �2u u0 + 6u2 u0;u00 + u = 3u2: (3.22)V limitním pøípadì Mb � 1 mù¾eme øe¹ení nultého øádu této rovnice pova¾ovat zapøímkové øe¹ení 6 r sin � = b nebo u0 = Mb sin�:
Obr. 1: K úloze 6Napí¹eme øe¹ení rovnice (3.22) ve tvaru øady6Odtud je patrné, ¾e b je nejmen¹í vzdálenost.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 60u = u0 + u1 + � � � ;kde u1 � 1, a dosadíme je zpìt do rovnice (3.22).u000 + u001 + � � �+ u0 + u1 + � � � = 3(u0 + u1 + � � �)2;�Mb sin �+ u001 + � � �+ Mb sin� + u1 + � � � = 3(u0 + u1 + � � �)2:V poslední rovnici zanedbáme na levé stranì v¹echny èleny u2; : : : ; u002; : : : a na pravéstranì také v¹echny èleny s výjimkou u20; proto mù¾eme psátu001 + u1 = 3u20 = 3�Mb �2 sin2 � = 32 �Mb �2 (1� cos 2�): (3.23)Tato diferenciální rovnice má dvì partikulární øe¹ení, oznaème je u1p; u2p; pro kteráplatí u1p = 32 �Mb �2 ;u2p = A cos 2� + B sin 2�:Nyní vypoèteme u02p , u002p a dosadíme je do rovnice (3.23)�4A cos 2� � 4B sin 2� + A cos 2�+B sin 2� = 32 �Mb �2 � 32 �Mb �2 cos 2�:Porovnáním koe�cientù u cos 2� a sin 2� urèíme konstanty A, B.A = 12 �Mb �2 ;B = 0:Øe¹ení diferenciální rovnice (3.22) jeu = Mb sin� + 32 �Mb �2 + 12 �Mb �2 (3 + cos 2�) == Mb sin� + 12 �Mb �2 (3 + cos 2�):Nyní mù¾eme vypoèítat celkový úhel ohybu. Urèíme dva úhly, pro nì¾ platír = 1 (tj. u = Mr = 0)sin � = �12 �Mb � (3 + cos 2�):Víme, ¾e cos 2� = 1 � 2 sin2 � a v pøípadì, ¾e úhel ohybu je malý (tj. � � 1), potommù¾eme pøibli¾nì psát sin � � � a sin2 � 1: Proto



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 61sin� = �2Mb + Mb sin2 �;� � �2Mb :Druhý úhel je � � � + 2MbCelkový úhel, o který se foton odchýlí, je �� = 4Mb :Úloha 7.Vypoètìte, o jaký úhel se posune perihelium planety pøi jednom jejím obìhu kolemSlunce.Øe¹ení:Vyjdeme z obecné rovnice geodetické èáryd2x�ds2 + ���� dx�ds dx�ds = 0:Tato rovnice se obecnì rozpadá na ètyøi rovniced2tds2 � 2Mr(2M � r) drds dtds = 0;d2rds2 + Mr(2M � r) �drds�2 + (�r + 2M) sin2 � �d�ds�2�� (2M � r)Mr3 �dtds�2 = 0;d2�ds2 + 2r drds d�ds � sin � cos ��d�ds�2 = 0;d2�ds2 + 2r drds d�ds + 2 cotg � d�ds d�ds = 0:Pøedpokládejme, ¾e na poèátku planeta obíhá v rovinì � = �2 . Potom cos � = 0 a d�ds =0; proto se i dal¹í pohyb planety odehrává v této rovinì. Pro zjednodu¹ení si zavedemeje¹tì tyto pomocné vztahy. Mr(2M � r) = �02 ;(2M � r) sin2 � = �r e�� sin2 �;�(2M � r)Mr3 = 12 e��� �0:S vyu¾itím tìchto vztahù lze rovnice geodetických èar pøepsat ve tvaru



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 62d2tds2 + �0 drds dtds = 0 (3.24)d2rds2 + 12 �0 �drds�2 � r e�� �d�ds�2 + 12 e��� �0 �dtds�2 = 0 (3.25)d2�ds2 = 0 (3.26)d2�ds2 + 2r drds d�ds = 0: (3.27)Rovnici (3.27) jsme ji¾ vypoèetli v pøíkladu 3 a rovnici (3.24) v pøíkladu 3, proto zdepou¾ijeme pouze jejich øe¹ení. r2 d�ds = h = konstanta: (3.28)Pøedpokládejme, ¾e �0 � d�(r)dr ; potomdtds = a e��(r) = a
 ; (3.29)kde 
 = e�(r). Místo rovnice (3.25) pou¾ijeme rovnici Schwarzschildovy metrikyds2 = �
 dt2 + 1
 �drds�2 dr2 + r2 d�2 + r2 sin2 � d�2;kde 
 = 1� 2Mr . Odtud plyne1 = �
 �dtds�2 + 1
 �drds�2 + r2�d�ds�2 ;a tuto rovnici mù¾eme s vyu¾itím vztahù (3.28) a (3.29) upravit na tvar�drds�2 = 
 + a2
 � h2 
r2 ;který lze po dosazení vztahu 
 = 1� 2Mr dále upravit na�drds�2 = a2 + 1 + 2Mr � h2r2 + 2Mh2r3 : (3.30)Zaveïme novou promìnnou u = 1r : Pak drdu = �r2 a drd� = drdu dud� . Pøitom v¹ak víme,¾e drds = h2r2 drd� a rovnici (3.30) lze tedy po úpravì pøepsat v následující podobì�dud��2 = a2 + 1h2 + 2Muh2 � u2 + 2Mu3:Tuto rovnici zderivujeme podle � a obdr¾ímed2ud�2 + u = Mh + 3Mu2: (3.31)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 63V¹imnìte si, klasická newtonovská rovnice popisující pohyb té¾e planety neobsahujena pravé stranì èlen 3Mu2:Øe¹ení rovnice (3.31) budeme hledat ve tvaru u = A + B cos(��): Do rovnice (3.31)dosadíme vztahy dud� = �
B sin(��);d2ud�2 = �
2B cos(��):PotomA+ (1� �2)B cos(��) = Mh + 3MA2 + 6MAB cos(��) + 3MB2 cos2(��) + � � � :Nejprve porovnáme konstantní èleny a koe�cienty u cos(��). Vy¹¹í mocniny cos(��)zanedbáme. A = Mh + 3MA2(1� �2) = 6MA: (3.32)Nech» � = 1� !; ! � 1: Potom1� �2 = 1� (1� !)2 = 2! � !2 � 2! = 2(1� �):Konstantu A urèíme z trajektorie planety, tj. z elipsy. Pøedpokládejme, ¾e �� = 0:Potom u = 1rmin = 1a(1� ") = A +B;kde a je hlavní poloosa elipsy a " její excentricita. V pøípadì, ¾e �� = �; paku = 1rmax = 1a(1 + ") = A� B:Po seètení obou rovnic obdr¾íme2A = 1a � 11 + " + 11� "� = 2a(1� "2) ;a tedy A = 1a(1� "2) :Z rovnice (3.32) plyne ! = 1� � = 3MA = 3Ma(1� "2) :Nyní u¾ mù¾eme vypoèítat, o jak velký úhel se posune perihelium planety pøi jednomobìhu kolem Slunce. �� = 2�! = 6�Ma(1� "2) :Posun perihelia nejbli¾¹ích planet Sluneèní soustavy popisuje následující tabulka (��vyjadøuje odchylku perihelia v úhlových vteøinách za sto let).



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 64Planeta rMerkurr ��Merkur 1 42Venu¹e 0,536 8,8Zemì 0,386 3,9Mars 0,245 1,25
Obr. 2: Výrazný posun perihélia (numerické øe¹ení k úloze 7)Úloha 8.Vesmírná loï Enterprise, která se pohybuje po kruhové orbitì o polomìru r kolemhvìzdy o hmotnosti M , je vyzbrojena laserovým dìlem s klidovou frekvencí �0. Vypoètìtefrekvenci laseru, kterou bude pozorovat stacionární pozorovatel v nekoneènu.Øe¹ení:Tuto úlohu budeme øe¹it ve dvou èástech. Nejprve vypoèteme frekvenci laseru, kterouzmìøí statický pozorovatel ve vzdálenosti r (oznaème jej sr), a poté vypoèteme rudý posuvmezi tímto pozorovatelem a statickým pozorovatelem v nekoneènu, kterého oznaèíme sn.Nech» v je vlastní relativní rychlost mezi raketou a statickým pozorovatelem ve vzdá-lenosti r.Z Dopplerova jevu vyplývá (viz obr. 3b), ¾ep0 = 
 (p00 + � p0x)h�sr = 
 (h�0 + v h �0 cos�) = 
 h �0 (1 + v cos�):Odtud plyne, ¾e statický pozorovatel ve vzdálenosti r namìøí frekvenci�sr = 
 �0 (1 + v cos�): (3.33)Vlastní rychlost v vypoèteme pomocí úhlové rychlosti ! = d�dt : Pro kruhové orbityplatí, ¾e vztah pro výpoèet úhlové rychlosti je ve stejném tvaru jako 3. Keplerùv zákonv klasické mechanice.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 65
a) b)Obr. 3: K úloze 8! = d�dt = sMr3 : (3.34)Tedy v = !̂r = d!̂dt r;pøièem¾ d!̂ = d! a dt̂ =vuut 1� 2Mr !dt: Potomv = rvuut 1� 2Mr ! d�dt =vuuuuut Mr 1� 2Mr ! : (3.35)Pøedpokládejme, ¾e r; �; a � jsou konstanty. Schwarzschildova metrika se potom zjed-nodu¹í na tvar ds2 = � 1� 2Mr ! dt2:Pro vlastní èas pozorovatele platíd�2 = �ds2 =  1� 2Mr ! dt2;proto mù¾eme pøibli¾nì psát �� �vuut 1� 2Mr !�t:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 66Èasové intervaly ��; ;�t mù¾eme pova¾ovat za periody kmitání ve vzdálenosti r av nekoneènu. Pak Tsr �vuut 1� 2Mr !Tsn: (3.36)Proto¾e � = 1T , potom rovnici (3.36) lze pøepsat ve tvaru1�sr = vuut 1� 2Mr !�sn :Odtud vyjádøíme �sr a dosadíme jej do rovnice (3.33).�sr = �snvuut 1� 2Mr ! :Tedy �sn = 
 �0 (1 + v cos�)vuut 1� 2Mr !;kde v vyhovuje rovnici (3.35).Úloha 9.Testovací èástice se pohybuje rychlostí v ! 1 ve vzdálenosti b 7 od hvìzdy hmot-nosti M . Vzdálenost b je tak velká, ¾e odchylka èástice ��g od pùvodního smìru vlivemgravitaèního pole je malá. Vypoètìte tuto odchylku. Nech» v rovinném prostoroèase letíelektron s rychlostí v kolem atomového jádra s nábojem Ze ve vzdálenosti b0, která je takvelká, ¾e odchylka elektronu ��e od pùvodního smìru zpùsobená pøita¾livými silami jemalá. Vypoètìte úhel ��e. Proè se li¹í rovnice pro úhel ohybu vlivem gravitaèního poleod rovnice úhlu ohybu, který je zpùsoben pøita¾livými silami?Øe¹ení:Pøedpokládejme, ¾e se pohyb odehrává v rovinì � = �2a) Z prvních integrálù pohybu u � u = �1; u0 = � ~E; u� = ~L jsme v pøíkladu 5 odvodilidiferenciální rovnicidrd� = �r2~L vuuuuuuut266664�1 + ~E2 1� 2Mr ! � ~L2r2 377775 1� 2Mr !:7Vzdálenost b zde má význam nejmen¹í vzdálenosti trajektorie èástice od støedu centrálního tìlesa,napø. velmi hmotné hvìzdy (viz pøíklad 6)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 67Jestli¾e zavedeme novou promìnnou u = Mr a oznaèíme �L = ~LM ; mù¾eme tutorovnici upravit na tvar �dud��2 = ~E2 � (1� 2u)(1 + �L2 u2)�L2 : (3.37)Tuto rovnici zderivujeme podle �, pøièem¾ oznaèíme u0 � dud�; a získáme rovnici2u0 u00 = 2u0�L2 (1 + 3�L2 u2 � �L2 u);kterou upravíme na tvar u00 + u = 1�L2 + 3u2: (3.38)Pro velkou vzdálenost b je pravá strana rovnice (3.38) velmi malá. Nech» je øe¹enítéto rovnice ve tvaru u = u0 + v; kde v = v(�); v � 1: Potomu0 = A cos�; A = konstanta (3.39)je pøi vhodné volbì souøadnicových os x, y øe¹ení homogenní rovnice pøíslu¹né k di-ferenciální rovnici (3.38). Dosadíme-li tyto vztahy do rovnice (3.38), mù¾eme poúpravì psát u000 + v00 + u0 + v = 1�L2 + 3(u0 + v)2;�A cos� + v00 +A cos� = 1�L2 + 3(A cos�+ v)2:Na pravé stranì této rovnice zanedbáme v¹echny èleny, které obsahují v a zároveòpou¾ijeme vzorce cos2 � = 12(1 + cos 2�), proto mù¾eme psátv00 + v = 1�L2 + 32A2 (1 + cos 2�): (3.40)Øe¹ení této rovnice je ve tvaruv = 1�L2 + 32A2 � A22 cos 2� = 1�L2 + 2A2 � A2 cos2 �a tento vztah dosadíme do rovnice u = u0 + v; ze které získámeu = A cos�+ 1�L2 + 2A2 � A2 cos2 �:Asymptoty øe¹ení vyhovují rovniciu = 0 , A2 cos2 �� A cos� � 2A2 � 1�L2 = 0:Polo¾íme-li B � 2A2 � 1�L2 , mù¾eme pro koøeny pøedchozí kvadratické rovnice psát



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 68cos� = A� pA2 + 4A2B2A2 = 1�p1 + 4B2A :V dal¹ím výpoètu budeme uva¾ovat pouze znaménko mínus, které øíká, ¾e úhel �,který svírá trajektorie èástice a nejmen¹í vzdálenost b, bude nabývat hodnot vìt¹íchne¾ �2 . Pøi volbì znaménka plus obdr¾íme nepøípustnou hodnotu cos� > 1: Potomcos� � 1� (1 + 124B)2A = �BA: (3.41)Proto¾e BA je velmi malé èíslo, pøibli¾nì platí� � �2 � BA;� � ��2 + BA:Úhel ohybu je stejný i od druhé asymptoty, proto celková odchylka je�� = 2Mb : (3.42)Nech» b je nejmen¹í vzdálenost trajektorie èástice od støedu centrálního tìlesa, pakpodle rovnice (3.39) mù¾eme psát A = Mb : (3.43)S vyu¾itím vztahù E = m2q1� �2 a L = b p (b je nejmen¹í vzdálenost, tedy v tomtobodì je hybnost èástice kolmá na b a moment hybnosti pak vypoèteme jako souèinvelikostí b a p) získáme tyto rovnice pro L2 a konstantu B�L2 =  ~LM !2 = � LmM �2 = b2 (E2 �m2)m2M2 = b2M2 �21� �2 ; (3.44)B = 1�L2 + 2A2 = M2 (1� �2)b2 �2 + 2M2b2 = M2 (1 + �2)b2 �2 ; (3.45)kde � = vc = v. Výsledný vztah pro odchylku vlivem gravitaèního pole získáme,jestli¾e do rovnice (3.42) dosadíme vztahy z rovnic (3.43) a (3.45)��g = 2M2 (1 + �2)b2 �2Mb = 2M (1 + �2)b �2 : (3.46)
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Obr. 4: Geodetické èáry v Schwarzchildovì poli pro èástice s rùznou energií a momentemhybnosti (numerické øe¹ení k úloze 9a)b) Diferenciální rovnice, která popisuje trajektorii elektronu v magnetickém poli, jeddt(m
 _r) = 
mr!2 � Ze2r2 ; (3.47)pøièem¾ 
mr2! � L = konstanta; (3.48)
m� Ze2r2 � E = konstanta: (3.49)Z rovnice (3.48) vyplývá ! = d�dt = L
mr2 ;a odtud ddt = � L
mr2� dd�:Tento vztah dosadíme do rovnice (3.47)L
mr2 dd� �Lr2 drd�� = 
mr!2� Ze2r2 (3:48)= L2
mr3 � Ze2r2 ;a po úpravì mù¾eme psát L2
m dd� � 1r2 drd�� = L2
mr � Ze2: (3.50)Nech» u = 1r : Pak r = 1u a drdu = � 1u2 a rovnice (3.50) má tvarL2
m dd� �u2 drdu dud�� = � L2
m d2ud�2 = L2 u
m � Ze2:Z rovnice (3.49) vypoèteme 
m a dosadíme jej do pøedchozí rovnice
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m = E + Ze2r = E + Ze2 u ;a tedy po úpravì d2ud�2 +  1� Z2 e4L2 ! u = Ze2EL2 : (3.51)Nejprve vyøe¹íme homogenní diferenciální rovnici pøíslu¹nou k rovnici (3.51)d2ud�2 +  1� Z2 e2L2 ! u = 0:Øe¹ení této rovnice budeme hledat ve tvaruu = A sin(!�) + B cos(!�)u0 = 1b :Z poèáteèní podmínky dud� �����=0 = 0 vypoèteme, ¾e A = 0, a proto u = 1b0 cos(!�).Pøitom K  1� Z2 e4EL2 ! = Ze2EL2 ;tudí¾ K = Ze2EL2 � Ze4a obecné øe¹ení rovnice (3.51) jeu = 1b0 cos(!�) + Ze2EL2 � Ze4 ; (3.52)kde ! = s1� Z2 e4L2 : Pro velmi velká L (tj. 1 � L) mù¾eme rovnici (3.52) zjedno-du¹it na tvar u = 1b0 cos� + Ze2EL2 :Asymptoty øe¹ení splòují rovniciu = 0 () 1b0 cos�+ Ze2EL2 = 0:Z této rovnice ji¾ mù¾eme vypoèítat hledaný úhel ��cos� = Zb0e2EL2 :Pokud pøedpokládáme, ¾e vzdálenost b0 je tak velká, ¾e je ohybový úhel malý, mù¾emeøe¹ení pøede¹lé rovnice zapsat



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 71� � Zb0e2EL2 :a celkový úhel ohybu je ��e = 2� = 2Zb0e2EL2 :Pou¾ijeme-li vztahy E = mq1� �2 a L2 = b0m2 �21� �2 ; kde � je stejnì jako v èásti a)rovno rychlosti èástice, potom lze úhel ��e vyjádøit vztahem��e = 2Ze2q1� �2mb0 �2 : (3.53)Rovnice (3.46) a (3.53) se li¹í v dùsledku rozdílu mezi tenzorovým charakterem gra-vitace a vektorovým charakterem elektromagnetického pole. Navíc se obì pole rozdílnìlorentzovsky transformují, co¾ právì vede k rùzné závislosti úhlù ohybu na rychlosti èásticv pøípadì, ¾e rychlost tìchto èástic je témìø rovna rychlosti svìtla.Úloha 10.Rozhlasový komentátor popisuje svùj radiální pád do Schwarzschildovy èerné díry.Tìsnì pøedtím, ne¾ pøekroèí Schwarzschildùv polomìr, je jeho vysílací frekvence posunutavlivem gravitaèního pole s èasovou závislostí exp�� tkonstanta�, kde t znaèí vlastní èasv nekoneènu. Z konstanty odhadnìte hmotnost èerné díry.Øe¹ení:Podobné problémy se obvykle øe¹í ve þven smìøujícíchÿ Eddington- Finkelsteinovýchsouøadnicích. Nech» r� je de�nováno pomocídr�dr = 1 1� 2Mr ! ;tedy dr� = dr + drr2M � 1 ;a r� = r + 2M ln� r2m�+A;kde A je integraèní konstanta.Nech» u = t � r� je zpo¾dìná èasová souøadnice. Potomdt = du+ dr 1� 2Mr ! :



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 72Schwarzschildova metrika v souøadnicích r, u má tvards2 = � 1� 2Mr !"du2++ 2 1� 2Mr !�1 24du+  1� 2Mr !�1 dr35 dr�  1� 2Mr !�2 dr235++  1� 2Mr !�1 dr2 + r2 d
2;kde d
2 = d�2 + sin2 � d�2: Tuto rovnici metriky mù¾eme dále upravit na tvards2 = � 1� 2Mr ! du2 � 2 drdu+ r2 d
2: (3.54)Odtud vidíme, ¾e vycházející fotony se pohybují po køivkách u = konstanta: Rudýposuv vypoèteme tak, ¾e porovnáme èas, který ubìhne mezi emisí a pøíjmem fotonù.�1�em = (�t)1(��)em :Zároveò ale víme, ¾e �u1 = �t1 � �r�1 = �t1 � �r11� 2Mr1 = �t (pøedpokládáme,¾e pozorovatel v nekoneènu je v klidu) a (�u)em = (�u)1. Proto mù¾eme psát�1�em = (�u)1(��)em = (�u)em(��)em = dud� ����em :Abychom mohli porovnávat èasové údaje u pozorovatele v nekoneènu a u komentátora,který padá do èerné díry, musíme vypoèítat slo¾ku uu = dud� komentátorovy ètyørychlostiu v závislosti na èase t.Nech» ut = uu = � ~E. Matice metriky (3.54) jeg�� = 0BBB@ � 1� 2Mr ! �1�1 0 1CCCAa matice k ní inverzní je g�� = 0BBB@ 0 �1�1  1� 2Mr ! 1CCCA :Souøadnice � a � se nemìní, proto je nebudeme uva¾ovat.Vyjdeme z rovnice u � u = �1 uu uu + ur ur = �1: (3.55)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 73Slo¾ky uu a ur vypoèteme podle vztahùuu = guu uu + gur ur = gur ur;ur = gru uu + grr ur; (3.56)a tyto dosadíme do rovnice (3.55). Potom�1 = gur ur uu + gru uu ur + grr u2r = 2 ~Eur +  1� 2Mr ! u2r:Øe¹ením této kvadratické rovnice získáme dva koøeny, pøièem¾ pøi jejich výpoètu bu-deme uva¾ovat pouze znaménko mínus, proto¾e se komentátor pohybuje proti smìru ra-diální souøadnicové osy. Tedy ur = � ~E �s ~E2 � 1 + 2Mr 1� 2Mr ! :Tento vztah dosadíme do rovnic (3.56) a obdr¾ímeuu = ~E +s ~E2 � 1 + 2Mr 1� 2Mr ! (3.57)ur = �s ~E2 � 1 + 2Mr ; (3.58)a tedy drdu = uruu = � 1� 2Mr !s ~E2 � 1 + 2Mr~E +s ~E2 � 1 + 2Mr :Pro r ! 2M lze pøibli¾nì psátdrdu � �12  1� 2Mr ! ;a proto du � �2 drr2M � 1 :Integrováním posledního vztahu získámeu = Z du � �4M ln� r2M � 1�+ C;C je integraèní konstanta. Odtud plyne, ¾e



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 74� u4M � ln " r2M  1� 2Mr !# � ln 1� 2Mr !;a po odlogaritmování  1� 2Mr ! = exp�� u4M �:Rovnici (3.57) mù¾eme pro r ! 2M aproximovatuu = 2 ~Eexp � u4M ! = 2 ~E exp� u4M � = K1 exp� u4M �;kde K1 je konstanta.Pøitom ale pro pozorovatele v libovolnì velké, ale pevnì stanovené vzdálenosti r platí,¾e u = t + konstanta. Proto�1�em = dud� ����em = uujem = K1 exp�t + konstanta4M � = K exp� t4M� :Tedy �1�em � exp� t4M �:Úloha 11.Nech» Pavel obíhá v raketì po kruhové orbitì kolem neutronové hvìzdy ve vzdálenostir = 4M . Jeho kamarád Petr byl vyslán z neutronové hvìzdy radiálním smìrem v raketì,její¾ poèáteèní rychlost je men¹í ne¾ úniková rychlost. Pøi odletu potká Pavla pøesnìv okam¾iku, kdy protíná jeho orbitu, potom dosáhne maximální vzdálenosti a padá zpìt.Pøitom se znovu setká s Pavlem, právì kdy¾ protíná jeho orbitu. Mezi tìmito dvìmasetkáními Pavel desetkrát obletìl kolem hvìzdy. Oba kamarádi si pøi prvním setkání seøídilihodinky. O kolik se li¹il jejich èasové údaje, kdy¾ se potkají podruhé?
Obr. 5: K úloze 11Øe¹ení:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 75Nech» Pavel obíhá v rovinì � = �2 : Proto¾e je jeho orbita kruhová, je ur = drd� = 0:Nejprve napí¹eme rovnici geodetické èáry pro souøadnici rd2rd�2 + �rrr �drd� �2 + �r�� �d�d��2 + �r�� �d�d� �2 + �rtt � dtd��2 = 0;co¾ lze s vyu¾itím poèáteèních podmínek pøepsat ve tvaru�r�� �u��2 + �rtt �ut�2 = 0: (3.59)Ne¾ se Petr vrátí ze své cesty, Pavel mezitím obìhne celkový úhel�� = 10 : 2� = 20�:Souøadnicový èas mezi jejich opìtovným setkáním vypoèteme pomocí úhlové rychlosti! = ���t : Z rovnice (3.59) vyplývá!2 =  u�ut !2 = � �rtt�r�� = Mr3 : (3.60)Proto¾e Pavel obíhá ve vzdálenosti r = 4M , je jeho úhlová rychlost! = 18M :Potom �t = ��! = 160 �M:Z rovnice (3.60) vyjádøíme (u�)2 (u�)2 = Mr3 (ut)2a dosadíme jej do rovnice u � u = gtt (ut)2 + g�� (u�)2 = �1:Tímto zpùsobem získáme rovnici�gtt + g�� Mr3 � (ut)2 = �1;ze které následnì vypoèteme utut =vuuuut � 1gtt + Mr3 g�� = 1s1� 3Mr :Dosadíme-li do této rovnice r = 4M pro Pavlovu orbitu, obdr¾íme hodnotuut = 2:To znamená, ¾e Pavel namìøí vlastní èas



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 76��Pavel = �tut = 12(160�M) = 80�M;��Pavel � 252M:K øe¹ení Petrovy orbity pou¾ijeme rovnice, které popisují radiální pád (viz pøíklad 4).Aby se Petr dostal ve stejném èase zpìt na stejné místo jako Pavel, musí se dostat zevzdálenosti R do r = 4M za dobu 12�t = 80�M: Musíme proto najít odpovídající velièinyR; �; které jsou v souladu s danými podmínkami.Petrùv vlastní èas popisuje rovnice (3.11) z pøíkladu 4.��Petr = 2s R38M (� + sin �); (3.61)kde dvojka vyjadøuje skuteènost, ¾e musíme zapoèítat kromì Petrovy cesty tam také jehocestu zpìt. Rovnice, podle nich¾ mù¾eme vypoèítat R a �; jsou rovnice (3.9 ) a (3.13)z øe¹ení pøíkladu 4t2M = ln ���������qX � 1 + tg �2qX � 1 � tg �2 ��������� +qX � 1 �� + X2 (� + sin �)� ; (3.62)r = R2 (1 + cos �); (3.63)kde X � R2M . Z rovnice (3.63) po dosazení r = 4M plyneX(1+ cos �) = 4a z rovnice (3.62)t2M = 40� = ln ���������qX � 1 + tg �2qX � 1 � tg �2 ��������� +qX � 1 �� + X2 (� + sin �)� : (3.64)Nyní pou¾ijme intuici: Petr cestuje znaènou dobu pryè, zatímco Pavel obíhá po orbitì.Proto X by mìlo být dosti velké a tedy z rovnice (3.63) vypoèteme� = arccos� 4X � 1� � arccos(�1) = �Logaritmus je funkce, její¾ hodnota se mìní velmi pomalu, a proto v pøibli¾ném øe¹enírovnice (3.64) zanedbáme logaritmický èlen. Potom40� � qX � 1 (� + �X + sin �) � qX �� + �X2 � :Odtud potom vypoèteme qX3 � 80a tedy X = 18; 56:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 77Jestli¾e tento výsledek dosadíme do rovnice (3.63), obdr¾íme� � 2; 47 rad:Vlastní èas, který namìøí Petr, vypoèteme z rovnice (3.61)��Petr = 2s8M3X38M (� + sin �) = 2M qX3 (� + sin �):Po dosazení hodnot qX3 = 80, � = 2; 47 rad získáme��Petr = 494; 85M:Pavel namìøí témìø polovièní vlastní èas ne¾ Petr. Je to zpùsobeno tím, ¾e Pavel pocelou dobu zùstává na relativistické orbitì v silném gravitaèním poli. Oba tyto faktoryþzpomalujíÿ chod Pavlových hodinek. Petrova rychlost je relativnì malá, navíc tráví vìt-¹inu èasu v slab¹ím gravitaèním poli.Úloha 12.Najdìte transformaci souøadnic, která pøevádí Schwarzschildovu metrikuds2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1 1� 2Mr ! dr2 + r2 (d�2 + sin2 � d�2) (3.65)do tzv. izotropních souøadnic, kdeds2 = �e2� dt2 + e2� (d�r2 + �r2d
2): (3.66)Zamìøte se na Schwarzschildovo vakuové øe¹ení (tj. vnì od horizontu událostí zdroje gra-vitaèního pole). Je oblast A na povrchu plochy �r = konstanta; t = konstanta de�novánarovnicí A = 4��r2? Sestrojte þembedding diagramÿ pro prostorupodobnou hyperplochut = 0; 0 < �r <1:Øe¹ení:Ve Schwarzschildových souøadnicích mù¾eme Schwarzschildovu metriku pøepsat vetvaru ds2 = �e2� dt2 + e2� dr2 + r2 d
2:Porovnáme-li tuto rovnici Schwarzschildovy metriky a rovnici metriky v izotropníchsouøadnicích, vidíme, ¾e musíme najít takovou transformaci souøadnic, která splòujer2 = e2� �r2 (3.67)e2� dr2 = e2� d�r2: (3.68)Z rovnice (3.67) vyjádøíme e2� a dosadíme jej do rovnice (3.68). Po úpravì obdr¾ímediferenciální rovnici pro transformaci �r = �r(r)d�r�r = e� drr :



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 78Po integraci lze psát ln �r = Z e� drr + lnC1;kde C1 je integraèní konstanta, a po odlogaritmování�r = C1 exp�Z e� drr �: (3.69)Nejprve vypoèteme integrál v exponentu na pravé stranì rovnice (3.69). Z tvaru Sch-warzschildovy metriky (3.65) vyplývá, ¾ee2� = 1 1� 2Mr !a tedy e� = 1vuut 1� 2Mr ! :Potom Z 1 1� 2Mr ! drr = Z drr2 � 2Mr +M2 �M2 = Z dr(r �M)2 �M2 :Hodnotu tohoto integrálu najdeme v tabulce integrálù (viz napø. [2], [12])Z drp(r �M)2 �M2 = ln �����r �M +pr2 � 2MrM ����� == ln �C ���r�M +pr2 � 2Mr����;kde C je integraèní konstanta. Potom�r = exp ln �C ����r �M +qr2 � 2Mr����� = C ���r�M +pr2 � 2Mr��� :Konstantu C vypoèteme z poèáteèní podmínky r! �r !1; M � r;�r = 2C �r =) C = 12 :Proto �r = 12(r �M +pr2 � 2Mr): (3.70)Z této rovnice vyjádøíme r a dosadíme jej do rovnice (3.67)e2� = r2�r2 = "�r�1 + M2�r�2#2�r2 = �1 + M2�r�4 :Plocha koule o polomìru r = konstanta a t = konstanta jeA = 2�Z0 �2Z��2 (r2 sin � d�d�) = �r2�1 + M2�r�4 2�Z0 �2Z��2 (sin � d�d�) = 4��r2�1 + M2�r�4 :þEmbedding diagramÿ je vnoøením Schwarzschildovy geometrie do trojrozmìrného eu-klidovského prostoru. Pøi jeho konstrukci si v¹imnìte:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 79� vzhledem k rovnici (3.70) je r dvakrát vìt¹í ne¾ �r� souøadnice �r popisuje pouze tu oblast Schwarzschildovy geometrie, pro kterou platír � 2M (v rovnici (3.70) nabývá �r komplexních hodnot pro r < 2M .)þEmbedding diagramÿ hyperplochy r = konstanta, t = konstanta vy¾aduje takovoufunkci z(r), která vyhovuje rovnicids2 = dz2 + dr2 + r2 d
2 = "1 + �dzdr�2# dr2 + r2 d
2 = dr2 1� 2Mr ! + r2 d
2: (3.71)Odtud plyne �dzdr�2 = 2Mr � 2M ;a tedy dz = s 2Mr � 2M dr:Potom z = Z dz = q2M Z drr � 2M = q8M(r � 2M)Nyní urèíme polohu paraboly z2 = 8M(r � 2M): Tato parabola je symetrická podleosy r a její vrchol le¾í v bodì r = 2M; co¾ je podle rovnice (3.70) �r = M2þEmbedding diagramÿ je potom paraboloid, který vznikne rotací paraboly kolem osyz(r).
Obr. 6: K úloze 12Úloha 13.Doka¾te, ¾e prostorupodobný øez v = konstanta, jvj > 1, Schwarzschildovy geometriev Kruskalových souøadnicích u; v nelze vnoøit do trojrozmìrného euklidovského prostoru.Jaká je obecná podmínka pro derivaci dvdu , která umo¾òuje vnoøení tohoto prostorupodob-ného øezu do trojrozmìrného euklidovského prostoru?



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 80Øe¹ení:V Kruskalových souøadnicích u; v má Schwarzschildova metrika tvar (viz napø. [8])ds2 = 32M3r exp � r2M ! (�dv2 + du2) + r2 d
2; (3.72)kde  r2M � 1! exp r2M ! = u2 � v2: (3.73)Nech» � = �2 a v = konstanta. Potom se rovnice (3.72) zjednodu¹í na tvards2 = 32M3r exp � r2M ! du2 + r2 d
2: (3.74)Jestli¾e porovnáme rovnici (3.74) s rovnicí (3.71) (která vyjadøuje podmínku pro vno-øení plochy do trojrozmìrného euklidovského prostoru) z pøíkladu 12, obdr¾íme rovnicids2 = 32M3r exp � r2M !du2 + r2 d
2 = "1 + �dzdr�2# dr2 + r2 d
2; (3.75)ze které vyplývá, ¾e 32M3r exp � r2M ! �dudr�2 = "1 + �dzdr�2# :Derivaci dudr vypoèteme z rovnice (3.73)u = "v2 +  r2M � 1! exp� r2M �#12 ;dudr = r8M2 "v2 +  r2M � 1! exp� r2M �#�12 exp� r2M�a dosadíme do rovnice (3.75), z ní¾ po úpravì dospìjeme ke vztahu1 + �dzdr�2 = r2M "v2 +  r2M � 1! exp r2M !#�1 exp r2M !:Abychom mohli sestrojit þembedding diagramÿ, musí být z reálná funkce, tedy musíplatit podmínka r2M "v2 +  r2M � 1! exp r2M!#�1 exp r2M! � 1;kterou mù¾eme upravit na tvar exp r2M ! � v2:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 81Odtud potom vyplývá, ¾e r4M � ln v:Proto¾e pøedpokládáme, ¾e jvj > 1, pak musí existovat minimální hodnota rmin; v ní¾plochu nelze vnoøit do trojrozmìrného euklidovského prostoru.Z geometrického hlediska lze podmínku pro vnoøení plochy zapsat ve tvarud(odvod kru¾nice)d(vlastní polomìr) = 2�rl � 2�;a tedy r � l:Nyní vypoèteme, za jakých obecných podmínek je mo¾né vnoøit plochu v trojrozmìr-ném euklidovském prostoru. Nech» je øez popsán rovnicív = v(u):Potom mù¾eme pøepsat rovnici (3.72) ve tvaruds2 = 32M3r exp � r2M ! "1� �dvdu�2# du2 + r2 d
2; (3.76)Z rovnice (3.73) vyjádøíme du2�u� v dvdu� du = r4M2 exp r2M !dr;a odtud du = r8M2 exp r2M!u� v dvdu dr:Tento vztah dosadíme do rovnice (3.76)ds2 = 32M3r "1� �dvdu�2# 266664 r8M2 exp r2M !u� v dvdu 3777752 exp � r2M !dr2++ r2 d
2: (3.77)Abychom mohli sestrojit þembedding diagramÿ, z opìt musí být reálná funkce, a tedymusí platit podmínka32M3r "1� �dvdu�2# 266664 r8M2 exp r2M !u� v dvdu 3777752 exp � r2M ! � 1;kterou mù¾eme upravit na koneèný tvarr2M "1� �dvdu�2# exp r2M ! � �u� v dvdu�pro ka¾dé r.



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 82Úloha 14.Doka¾te, ¾e metrikads2 = �dt2 + 49 � 9M2(r � t)�23 dr2 + �9M2 (r� t)2�23 d
2;která je zdánlivì nestacionární, proto¾e slo¾ky metrického tenzoru závisí na èase, je sta-tická. Uka¾te, ¾e se v podstatì jedná o Schwarzschildovu metriku.Øe¹ení:Abychom se vyhnuli nedorozumìní, formálnì pøepí¹eme rovnici metriky v promìnnýchz, w (r! z ; t! w)ds2 = �dw2 + 49 � 9M2(z � w)�23 dz2 + �9M2 (z � w)2�23 d
2: (3.78)Máme dokázat, rovnice (3.78) je rovnicí Schwarzschildovy metriky. V rovnici Schwarz-schildovy metrikyds2 = ��1� 2Mr � dt2 + 1 1� 2Mr ! dr2 + r2 (d�2 + sin2 � d�2) (3.79)je u d
2 koe�cient r2.Zaveïme proto novou souøadnici r vztahemr = �9M2 (z � w)2�13 : (3.80)Z rovnice (3.80) vyjádøíme w a vypoèteme dww = z �s 2r39M (3.81)dw = dz �s 2rM : (3.82)Vztahy (3.80), (3.81) a (3.82) dosadíme do rovnice (3.78), kterou lze po úpravì zapsatve tvaru ds2 = � 1� 2Mr ! dz2 + 2s r2M dzdr � r2M dr2 + r2 d
2: (3.83)Nyní se pokusíme tuto rovnici metriky diagonalizovat. Zavedeme novou souøadnici t afunkci F (r) pomocí vztahu z = t + F (r): (3.84)Odtud potom dz = dt+ F 0(r) dr (3.85)



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 83a oba tyto vztahy dosadíme do rovnice (3.83). Potomds2 = � 1� 2Mr ! [dt+ F 0(r) dr]2+ 2s r2M [dt+ F 0(r) dr]� r2M dr2 + r2 d
2:Tuto rovnici mù¾eme dále upravit na tvards2 = � 1� 2Mr ! dt2 + 2 "� 1� 2Mr !F 0(r)++ s r2M 35 drdt+ "F 0(r) "� 1� 2Mr !F 0(r)++ 2s r2M 35� r2M # dr2 + r2 d
: (3.86)Aby byla metrika diagonální, musí být koe�cient u smí¹eného èlenu drdt roven nule.To znamená, ¾e 224� 1� 2Mr !F 0(r) +s r2M 35 drdt = 0a tedy F 0(r) = s r2M 1� 2Mr ! : (3.87)Jestli¾e tento vztah dosadíme do rovnice (3.86), potom po úpravì mù¾eme psátds2 = � 1� 2Mr ! dt2 + dr2 1� 2Mr ! + r2 d
2;co¾ je obvyklý tvar Schwarzschildovy metriky (v køivoèarých souøadnicích), která popisujestatický prostoroèas.Poznámka: Pùvodní souøadnice z, w v rovnici (3.78) se nazývají Lemaitrovy souøadnice.Jejich èasová souøadnice w znaèí vlastní èas pozorovatele, který volnì padá v radiálnímsmìru. Pøitom ka¾dý takový pozorovatel se pohybuje podél køivky z = konstanta.Úloha 15.Doka¾te, ¾e v¹ichni pozorovatelé z pøíkladu 14, pro nì¾ platí �z = 0, volnì padajív radiálním smìru a v¹ichni mají nulovou energii (tzn., ¾e padají z nekoneèna s nulovoupoèáteèní rychlostí).Øe¹ení:



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 84Souøadnicovì stacionární pozorovatel, pro nìho¾ platí �z = 0; se podle rovnice (3.84)pohybuje podél køivky z = konstanta8Z rovnice (3.85) v pøíkladu 14 vyplývá0 = dz = dt+ F 0(r) dr:Odtud potom dt = �F 0(r) dr = � s r2M 1� 2Mr ! dra po úpravì �drdt�2 =  1� 2Mr !2r2M = 2Mr  1� 2Mr !2 : (3.88)Srovnáme-li rovnici (3.88) s rovnicí (3.5) z pøíkladu 3, vidíme, ¾e pøi volbì u0 = 1(to je pøípad èástice, která padá volný pádem z nekoneèna) se obì rovnice shodují. Tedyv¹ichni pozorovatelé za daných podmínek volnì padají a jejich energie na jednotku klidovéhmotnosti je v nekoneènu pøesnì rovna 1 ( viz pøíklad 4 b) ).

8Z rovnice (3.87)plyne, ¾e F (r) = �2M + r3� q rM � 4M arctanr r2M ;kde r a M jsou konstanty



Kapitola 4Gravitaèní èoèkyÚloha 1.Na základì modelu tzv. logaritmické èoèky (tj. èoèky, její¾ tlou¹»ka závisí na logaritmuvzdálenosti od støedu èoèky ) studujte pomocí Fermatova principu vlastnosti gravitaèníchèoèek.Øe¹ení:Pøi zobrazení gravitaèní èoèkou jde o zobrazení velmi vzdálených objektù (napøíkladkvazarù, galaxií, . . . ) velmi hmotnými objekty. Gravitaèní pole obklopující tento objekt(galaxii, èernou díru), mù¾e vytvoøit jeden nebo více obrazù zdroje svìtla.Fermatùv princip øíká (viz pøíklad 12), ¾e svìtelné paprsky se mezi dvìma pevnì zvo-lenými body (pozorovatel, _zdroj svìtla) podél èasovì extrémní dráhy, tj. dráhy, pro ni¾platí: � Z dt = 0 (4.1)Nech» se paprsek ¹íøí prostøedím s indexem lomu n(r): Jeho rychlost potom je v = 1n arovnici (4.1) mù¾eme zapsat ve tvaru �Z n ds = 0 (4.2)To znamená, ¾e optická dráha je extrémní a svìtelné paprsky se ve vakuu ¹íøí pøímoèaøe.Pøedpokládejme, ¾e mezi zdrojem svìtla (Z) a pozorovatelem (P) je umístìn gravi-tující objekt, který tvarem pøipomíná tenkou èoèku. Nech» paprsek prochází èoèkou ve
Obr. 1: Zobrazení tenkou èoèkouvzdálenosti b od jejího støedu. Splòuje-li tato dráha podmínku (4.2), potom je stacionárnía pozorovatel uvidí obraz zdroje (Z') ve smìru naznaèeném na obrázku 1.85



KAPITOLA 4. GRAVITAÈNÍ ÈOÈKY 86Oznaème tG tzv. geometrický èas, tj. èas, který paprsek potøebuje k prùchodu po tétodráze. Potom tG = qd21 + b2 +qd22 + b2;co¾ lze pro paraxiální paprsky aproximovat (tj. pro b� d1; b� d2): PaktG � d1 + d2 + b22D; (4.3)kde D = d1 d2d1 + d2 :Paprsek ov¹em vy¾aduje urèitý èasový interval na samotný prùchod èoèkou. Tento èasoznaèíme tl a vypoèteme podle vztahutl = (n� 1)�s(b); (4.4)kde n je index lomu èoèky a �s(b) její tlou¹»ka ve vzdálenosti b od støedu.Celá dráha je potom extremální, jestli¾e platí:dtCdb = d(tG + tl)db = � bD + (n � 1) d�s(b)db � = 0; (4.5)co¾ mù¾eme pøepsat ve tvaru d�s(b)db = � b(n� 1)D (4.6)Tato rovnice je splnìna pro v¹echny paraxiální paprsky, vyhovuje-li prùøez èoèky vztahu�s(b) = �s(0)� b22(n� 1)D (4.7)Potom v¹echny paraxiální paprsky vycházející ze zdroje Z ve vzdálenosti d1 od èoèkykonvergují ve vzdálenosti d2 a pomìr D = d1 d2d1 + d2 urèuje ohniskovou vzdálenost èoèky.Uva¾ujme nyní èoèku, její¾ vzhled je odli¹ný od tvaru tenké èoèky. Potom ne v¹echnydráhy mezi body ve vzdálenosti d1 a d2 jsou stacionární a v dùsledku Fermatova principune v¹echny paprsky vycházející ze zdroje Z dosáhnou pozorovatele P, který pak uvidídeformovaný obraz Z' zdroje Z.Pøedpokládejme, ¾e gravitující objekt mezi pozorovatelem a zdrojem má tvar logarit-mické èoèky s konstantním indexem lomu n, její¾ tlou¹»ka závisí na logaritmu vzdálenostib podle vztahu �s(b) = k01 ln k2b ;kde k01; k2 jsou konstanty charakterizující èoèku. Pøedpokládejme, ¾e rozmìry èoèky jsouomezené, tj. 0 < bmin � b � bmax (viz obrázek 2)Pro tuto èoèku platí: d�sdb = �k01ba po dosazení do rovnice (4.6) vidíme, ¾e rovnost nastává prob = q(n� 1)k01D = pk1D; (4.8)



KAPITOLA 4. GRAVITAÈNÍ ÈOÈKY 87
Obr. 2: Logaritmická èoèkakde k1 = (n�1)k;1 : Le¾í-li støed èoèky a na spojnici zdroje a pozorovatele, pak pozorovateluvidí obraz zdroje ve tvaru kruhu kolem støedu èoèky s úhlovým polomìrem� = bd2 = sk1 d1d2 (d1 + d2) : (4.9)Paprsky, které tvoøí tento obraz, odpovídají èasovì minimálním dráhám, proto¾e :� pro velká b pøevládá zvìt¹ení geometrického èasu,� pro malá b pøevládá èasové zpo¾dìní vlivem èoèky.Na obrázcích 3 a 4 je znázornìn celkový èas tC v závislosti na vzdálenosti b a na úhlu�:
Obr. 3: Celkový èas tC .Nyní pøedpokládejme, ¾e støed stejné logaritmické èoèky le¾í v kolmé vzdálenosti R odpøímky PZ (viz obr. 5).Potom geometrický èas pro paraxiální paprsky vypoèteme podle vztahutG = �qd21 + b2 +qd22 + b2 � �  d1 + d2 + l22D! == �d1 + d2 + 12D �b2 + R2 � 2bR cos ��� ; (4.10)



KAPITOLA 4. GRAVITAÈNÍ ÈOÈKY 88
Obr. 4: þVrstevniceÿ pro pøedcházející graf - místa se stejným èasem tC .Obr. 5: Spojnice zdroj-pozorovatel neprochází støedem èoèky.kde � je úhel mezi smìry R a b (viz obr. 6). Èas potøebný k prùchodu èoèkou senezmìní: tl = (n� 1)�s(b) = (n� 1) k01 ln k2b = k1 ln k2b ; (4.11)tedy celkový èas je potomtC = tG + tl = �d1 + d2 + 12D �b2 +R2 � 2bR cos ���+ k1 ln k2b ; (4.12)a je nakreslen na obrázcích 7 a 8.Prstencové minimum je nahrazeno bodovým minimem, které nele¾í na spojnici PZ, azároveò existuje sedlový bod na opaèné stranì píku, který odpovídá lokálnímu minimuna obr. 7. Oba body pøitom mù¾eme nalézt analyticky, polo¾íme-li @tC@b = 0 a @tC@� = 0:Potom @tC@� = RbD sin � = 0; (4.13)a rovnost je splnìna pro � = 0 nebo pro � = �; dále@tC@b = 1D (b� r cos �)� k1b = 1D(b�R)� k1b = 0; (4.14)kde znaménko mínus odpovídá minimu pro � = 0 a znaménko plus sedlovému bodu � = �:Po vyøe¹ení kvadratické rovnice (4.14) lze psát:� minimum tC je v bodì � = 0; b = R2 24s1 + 4k1DR2 + 135 ; (4.15)



KAPITOLA 4. GRAVITAÈNÍ ÈOÈKY 89Obr. 6: Prùchod svìtelného paprsku logaritmickou èoèkou.
Obr. 7: Celkový èas tC .� sedlový bod tC je v bodì� = �; b = R2 24s1 + 4k1DR2 � 135 : (4.16)Èoèka v¹ak mù¾e vyrobit také tøetí obraz, který odpovídá maximální èasové dráze pøesstøed èoèky.Nyní ovìøíme, nakolik je tento model gravitaèní èoèky reálný.Èas potøebný k tomu, aby paprsek pro¹el dráhu mezi dvìma pevnì stanovenými bodyv gravitaèním poli kulovì symetrického tìlesa o hmotnosti M jet = Z ds+ Z 2Mr ds (4.17)(je to souèet þrovinnéhoÿ geometrického èasu a èasu potøebného na prùchod èoèkou; viz[9]).Pøedpokládejme, ¾e støed zobrazujícího objektu o hmotnosti M (hvìzdy, galaxie, . . . )le¾í pøesnì na pøímce PZ. Potom geometrický èas je stejný jako pro tenkou èoèku (viz rov-nice (4.3)). Druhý èlen, gravitaèní pøíspìvek lze vypoèítat úvahou, ¾e se paprsky pohybujípo pøímkách, proto¾e jejich odchylka je velmi malá. Nech» paprsek kolmo protíná rovinuobsahující zdroj ve vzdálenosti b� d1; b� d2 od zdroje. PakZ 2Mr ds = d1Z�d1 2Mqx2 + b2 dx = 2M ln � 1b2 (d1 +qd21 + b2)(d2 ++ qd22 + b2)i � 2M ln 4d1 d2b2 = 4M ln 2pd1 d2b (4.18)Vidíme, ¾e rovnice (4.18) pøesnì odpovídá rovnici (4.11), která popisuje èas potøebnýpro prùchod paprsku logaritmickou èoèkou pro k1 = 4M a k2 = 2qd1 d2; a proto mù¾eme
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Obr. 8: þVrstevniceÿ pro pøedcházející graf - místa se stejným èasem tC .opravdu pou¾ít výsledky, které jsme vypoèetli pro logaritmickou èoèku k nalezení obrazùvytvoøených gravitaèní èoèkou. V tomto pøípadì pozorovatel uvidí prstenec o úhlovémprùmìru � = s 4Md1d2 (d1 + d2)a úhel ohybu � (viz obr. 1) splòuje rovnici� = �0 + � = b� 1d1 + 1d2� = bD; (4.19)kde D = d1 d2d1 + d2 . Z rovnice (4.8) plyneb = qk1D = q4MDa odtud D = b24M a po dosazení do rovnice (4.19) získáme� = 4MbPoznámka: V¹imnìte si, ¾e jsme ke stejnému výsledku dospìli v pøíkladì 9, polo¾íme-liv rovnici (3.46) � = 1).Jestli¾e zobrazující objekt le¾í ve vzdálenosti R od pøímky PZ (viz obr. 5), pak po-zorovatel uvidí dva obrazy zdroje. První z nich odpovídá èasovì minimální dráze a le¾ív bodì � = 0; b = R2 24s1 + 16MDR2 + 135 ; (4.20)druhý odpovídá sedlové dráze a le¾í v bodì� = �; b = R2 24s1 + 16MDR2 � 135 : (4.21)Pokud je zobrazující hmota dostateènì rozptýlená tak, aby byla þprùhlednáÿ (mù¾enastat v pøípadì, ¾e jde o galaxie, kupy galaxií,. . . ), pak pozorovatel uvidí je¹tì tøetí obrazpoblí¾ støedu èoèky.



KAPITOLA 4. GRAVITAÈNÍ ÈOÈKY 91Nyní uvedeme snímky reálných gravitaèních èoèek tak, jak je zachytil Hubbleùv vesmírnýdalekohled. Tyto snímky jsou volnì pøístupné na Internetu na adrese http://www.stci.edu
Obr. 9: Tento snímek je velkolepým pøíkladem gravitaèní èoèky. Díky vysokému rozli¹eníHubbleova vesmírného dalekohledu zde mù¾eme pozorovat èetné tenké oblouky, co¾ jsouvlastnì deformované obrazy vzdálených galaxií. (odhadem jsou tyto galaxie pìtkrát a¾desetkrát dále ne¾ gravitující objekt). Tyto oblouky jsou ve skuteènosti a¾ padesátkrátmen¹í ne¾ nejmen¹í objekty pozorovatelné pozemskými dalekohledy.
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Obr. 10: Dal¹í snímek zobrazuje kupu galaxií oznaèenou 0024 + 1654 (poblí¾ støedufotogra�e), která se nachází v souhvìzdí Ryb ve vzdálenosti pøibli¾nì 5:109 svìtelnýchlet. Tato kupa svým gravitaèním polem vytváøí pìt oddìlených obrazù: první z nich jepoblí¾ støedu fotogra�e, dal¹í jsou na pozicích, které na hodinovém ciferníku odpovídají2, 6, 7 a 8 hodinám. Odhaduje se, ¾e pùvodní galaxie jsou ve vzdálenosti dvakrát vìt¹íne¾ gravitující tìleso a ¾e nìkteré jsou v pøíèném øezu men¹í ne¾ 300 svìtelných let.
Obr. 11: Na této fotogra�i je zachycena nová tøída gravitaèních èoèek, která zobrazujevzdálené objekty ve tvaru þkøí¾eÿ (tj. v¹echny ètyøi obrazy jsou umístìny symetrickykolem jasnìj¹í eliptické galaxie, která svým gravitaèním polem tyto obrazy vytváøí.)
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