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Uvod

Pokud souhlasite s okridlenou vétou, Ze naslou-
chat Bachové fuze je stejné jako konstruovat
matematicky teorém, méli byste pochopit i to, Ze
konstruovat matematicky teorém je jako naslou-
chat Bachové fuze.

Steven Weinberg

Jsem presvédcen, miizeme objevit pomoci Cdisté
matematickych konstrukci pojmy a zakony, jimiz
jsou tyto pojmy provazany, coz dava kli¢ k pocho-
peni prirodnich jevi. SkuteCnost miiZe napovédét
vhodné matematické pojmy, ale ty z ni nemohou
byt vyvozeny s jistotou. ZkuSenost ovSem ziistava
jedinym kritériem fyzikalni uZiteCnosti matema-
tické konstrukce. Tviarc¢i princip vsSak spociva
v matematice. V jistém smyslu tedy zastdvam
nazor, ze ¢isté mysleni mizZe postihnout realitu,
jak o tom kdysi snili oni.

Albert Einstein

Byl to prave Albert Einstein, kdo béhem prazského pobytu v letech 1911-1912 zacal
zpracovavat novou teorii gravitace, teorii, kterou piedlozil svétu o ¢tyfi roky pozdéji (v roce
1915) v Berliné a kterou dodnes tada fyziki povazuje za vrchol estetické dokonalosti mezi
fyzikalnimi teoriemi. Einsteinova obecna teorie relativity je ,krasna,“ logicka a ucelena
matematicka teorie. Jeji krasa tkvi v tom, Ze z malého poctu predpokladi umoznuje
odvodit znacné mnozstvi zavéru (at uz v astrofyzice nebo v kosmologii).

Na rozdil od mnoha jinych teorii, naptiklad kvantové mechaniky, klasické Newtonovy
teorie gravitace, atd. , v podstaté vznikla bez pfedchozich experimenti a pozorovani (vy-
jimkou je napiiklad Galileo Galilei, ktery na konci 16. stoleti zjistil, Ze vsSechna télesa
padaji ve vakuu se stejnym zrychlenim). Tyto experimenty byly provadény az po jejim
zverejnéni. Dnes povazujeme za klasické testy obecné teorie relativity tyto tii jevy:

e posun perihelia Merkuru (vysvétleni tohoto jevu bylo velkym tspéchem teorie; zbyt-
kové hodnota ztstavala nevysvétlena uz od roku 1859) (viz pfiklad ?7).

e ohyb svétla vlivem gravita¢niho pole (teorie pfedpovidala pro Ghel ohybu paprsku,
ktery prochazi v tésné blizkosti Slunce, hodnotu



A¢ = 1.75"; jev byl poprvé (i kdyZz s nepfiilis piesnymi vysledky) pozorovan v roce
1919 A. Eddingtonem) (viz pfiklad 6).

e rudy posuv spektralnich ¢ar (spektralni ¢ary zdroje elektromagnetického vlnéni,
ktery se nachazi v silném gravitacnim poli, jsou posunuty smérem k Cervenému
konci spektra, pokud tyto ¢ary srovname s odpovidajicimi spektralnimi ¢arami té-
hoz zdroje, ktery je umistén ve vétsi vzdalenosti od zdroje gravitacniho pole; v roce
1976 provedli Vessot a Levine experiment, pii némz ovérili platnost tohoto jevu
s relativn{ pfesnosti 1.107%) (viz pfiklady 10, 8).

V soucasnosti existuji také dalsi testy, napiiklad Shapiriv jev (zavislost doby mezi
odeslanim a prijmem radarovych signala vyslanych napt. ze Zemé smérem k vnitini planeté
(Merkur, Venuse), kde se signal odrazi zpét, na vzdalenosti drahy signalu od povrchu
Slunce), jev geodetické precese (zména sméru osy malého setrvaéniku, ktery je umistén ve
volné obihajici druzici), gravita¢ni viny a gravitacni cocky.

Tato sbirka obsahuje 40 pfikladl, ve kterych se zaméfime na ziaklady diferencialni
geometrie na varietach (kovariantni derivace, geodetické ¢ary), zékladni vlastnosti met-
riky prostoru a na nejjednodussi aplikace Einsteinovych rovnic pole. Na zdvér popiseme
z hlediska Fermatova principu model gravitacni ¢cocky, ktery vyuziva analogie gravitacni a
logaritmické ¢ocky a uvedeme fotografie redlnych gravitacnich cocek, které byly pofizeny
Hubbleovym vesmirnym dalekohledem. Shirka je koncipovana tak, aby bylo mozno ji vy-
uzivat jako doplnék k vybérové prednasce z obecné teorie relativity, a proto je zde uveden
pouze strucny teoreticky prehled tématu.

V celé sbirce je dusledné dodrzovina znaménkova konvence podle [8], v niz mé ¢asovy
¢len znaménko minus a prostorové cleny jsou kladné. Rovnéz je dodrzovana geometrodyna-
micka soustava jednotek, ve které jsou rychlost svétla ve vakuu (c¢) a gravita¢ni konstanta
(k) rovny jedné a ve které maji vSechny fyzikalni veli¢iny jednotku 1 metr nebo jsou bez-
rozmérné. Pievody jednotek lze opét nalézt v publikaci [8]. Pokud nebude feceno jinak,
budeme povazovat vSechny vektory za Ctyfvektory. Metricky tenzor je symetricky, proto
9JaB = gga- Jeho kontravariantni slozky vypocteme podle vztahu g.g ¢°% = F, kde E je
jednotkova matice.

Zavérem mi dovolte, abych podékoval Mgr. Lukasi Richterkovi za materidly a cenné
rady, které mi pri vypracovani této diplomové prace vidy ochotné poskytl.



Kapitola 1

Metrika prostoru

1.1 Uvod

Nejkratsi spojnici dvou bodt na libovolné varieté! je obecné geodetickd ¢ara, jejiz rovnici
odvodime ve 2. kapitole. Pro vzddlenost dvou velmi blizkych boda v neinercidlni soustave
muzeme psat
ds? = 9ap dz®da”,
kde g, jsou slozky metrického tenzoru a podstaté urcuji metriku prostoru. Metricky tenzor
ma ve Ctyfrozmérném prostoru 16 obecné nenulovych slozek. Pritom plati, ze metricky
tenzor je symetricky, tj. plati
Jap = 9Ba;

tedy tento tenzor ma 10 nezavislych slozek.

Prikladem jednoduché metriky muZe byt prostorocasova metrika, kterou muzeme podle
principu ekvivalence v libovolném bodé prostorocasu lokalné transformovat v Minkowského
metriku

ds® = —dt* + dw% + dw% + dac%.

Dalsi vyznamnou metrikou je Schwarzschildova metrika
2M 1
PR T PP
i —
”

”
kterou se budeme podrobné zabyvat ve 3. kapitole.

dr?® + r? (d02 +sin?6 dqﬁz)7

'N-dimenzionalni varieta je takovy typ prostoru, ktery je lokalné spojité zobrazitelny do n-rozmérného
euklidovského prostoru nebo do n-rozmérného realného prostoru.
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1.2 Ulohy
Uloha 1.
a) Dokazte, ze metricky prostor, ktery je popsan metrikou
ds* = dv? — vidu?, (1.1)
je rovinny dvojrozmérny Minkowského prostorocas, jenz je popsan metrikou
ds* = da* — dt*. (1.2)

Najdéte transformaci souradnic @ = z (v, u), t = t(v, u), ktera prevadi metriku (1.2)
na tvar (1.1)

b) Dokazte, ze pro neurychlovanou ¢astici je slozka p,, ¢tyfhybnosti p konstantni na rozdil
od slozky p,.

v

Reseni:
a) Oba metrické prostory jsou dvojrozmérné, proto muzeme vyuzit jistou analogii
s polarnimi soufadnicemi. Predpokladejme tedy, Ze:

x = vcoshu,

t = vsinh u. (1.3)
Pro diferencialy dz, dt plati
dx = coshu dv+ vsinh u du, (1.4)
dt = sinhu dv+vcoshu du, )

a pro jejich druhé mocniny
dz? = cosh? u dv? + 2v sinh u coshu dvdu + v? sinh? u du27
dt? = sinh? v dv?® + 2v sinh v cosh u dvdu + v? cosh? u du®.
Jestlize obé tyto rovnice od sebe odecteme, obdrzime po tpraveé vztah
da® — dt* = (cosh? u — sinh? u) dv? — v*(cosh® u — sinh® u) du®.
7 vlastnosti hyperbolickych funkei plyne, ze cosh? u —sinh?u =1, tedy
da? — dt? = dv? — v¥du?,
¢imz jsme dokdzali ekvivalenci obou prostort.

b) Nejprve vyfesime soustavu (1.4) z €asti a) pro du,dv. Prvni rovnici vynasobime
cosh u, druhou sinh # a obé rovnice od sebe odecteme:

coshu dx —sinhu dt = (cosh® u — sinh? u) dv,

dv = coshu dx —sinhu dt. (1.5)

Analogicky vypoéteme du (prvni rovnici vynasobime sinh u, druhou cosh u a obé opét
odecteme)

1
du = — (coshu dt —sinhu dz). (1.6)
v
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Pro ¢astici o jednotkové hmotnosti mizeme psat

Pu = Guu pu7

uv _Uz 0 u_du
g - 0 1 a p _57

pficemz za du dosadime z rovnice (1.6). Tedy

d dt d
pu:—vzd—z:—vcoshu E—I—vsinhu % (1.7)
Ze soustavy rovnic (1.3) dosadime do vztahu (1.7). Proto
_ 0 1 dx (1.8)
Po= " T '

Predpokldadame-li neurychlovanou ¢astici (tzn. Ze jeji rychlost je konstantni; ozna¢me
ji ), potom z-ova soufadnice této ¢astice lze popsat vztahem

d_x
dt’

kde z¢ je konstanta. Po dosazeni tohoto vztahu do rovnice (1.8) a po Gpravé ziskame vztah

r=zx9g+rt=z9+1

dt
W= —Zg —.
P Odr

Dale vime, Ze plati:

dr’ = —ds®* = —dz* + dt27

tedy
(dw dt)2 (dt)2
1 = — — T ‘|’ 5 ’
dt dr dr

a odtud

dt 1 .

= Hm = konstanta = K.

Proto

pu = — Kz = konstanta.

Pro vypocet p, vyuZijeme vztah

—m*=p-p=g" (p.)* + 9" (pu)*

kde
uv _v% 0
=V o 1)
Tedy
1
_m2:p12/ ﬁpiv
a potom

1
P = U—QPZ - m?.

Tento vyraz neni konstantni, protoze obecné se rychlost » méni podél trajektorie ¢as-
tice. To znamena, 7ze kdykoli metrické koeficienty nezavisi na nékteré souradnici - v nasem
pripadé u - pak kovariantni slozka ¢tyfhybnosti této soutadnice se zachovava a je integra-
lem pohybu.
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aaa

Uloha 2. Dokazte, 7e metrika
ds® = RQ[doe2 + sin? o (d02 +sin?46 d¢2)]

popisuje hyperkouli o poloméru R v euklidovském ¢tyTprostoru, tj. mnozinu vsech bodi
tohoto prostoru se vzdalenosti R od daného bodu.
Reseni:

Euklidovsky ¢tyfprostor je popsan metrikou

ds* = da? 4 da3 + da3 + da3. (1.9)

Hyperkoule o poloméru R v tomto prostoru je analogicky jako v trojrozmérném pro-
storu vyjadfena rovnici
el 4+ a3+ 23 423 = R% (1.10)

Obdobou sférickych soutfadnic v trojrozmérném piipadu zde budou ¢tyfrozmérné hy-
persférické souradnice definované takto:

x1 = R sin a sin @ sin ¢,

x9 = R sin« sin @ cos ¢, (1.11)
x3 = R sina cosé, '

ry = R cosa.

Pfi této volbé soutadnic je rovnice (1.10) splnéna:
R*[sin? « (sin2 0 (sin? ¢ + cos? @) + cos? 0) + cos?a] = R%

Predpokladejme, Ze R je v nasem pripadé konstantni. Pak derivovanim rovnic ze sou-
stavy (1.11) ziskdme vztahy

dz; = R(cosa sinf sin ¢ da +sin a cosé sin ¢ df + sin « sin 6 cos ¢ do),

dzy = R(cosa sinf cos¢da+sina cosf cos ¢ df — sin « sin 8 sin ¢ do), (1.12)
drs = R(cosa cosfda — sina sin 0 db), '
drxy = —Rsinada.

Tyto diferencidly umocnime a dosadime do rovnice (1.9). Po Gpravé zjistime, ze ko-
eficienty u smisenych ¢lenu dadf, dad¢ a dfd¢ jsou rovny nule a hledand rovnice ma
tvar

ds? = Rz{doe2 [C082 o (sin2 0 (sin2 o+ cos? o)+ cos? ) + sin? ol +
—|—d02[sin2 o (C082 0 (sin2 ¢+ cos? o)+ sin? 6)] +
+d¢? [sin® v sin? 6 (cos® ¢ 4 sin? ¢)]},
a tedy
ds* = R*[da? 4 sin? a (d6? + sin? 6 do?)].

aaa
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Uloha 3.

Metrika povrchu koule o poloméru a je dana rovnici
ds* = a*(d)\* + cos? X d¢?),

kde A,¢ jsou po Fadé zemépisna sitka a délka. Metrika rovinné mapy svéta (v kartézskych
soutadnicich z,y) je

ds® = dz® + dy2.
Jaky bude tvar metriky koule v soutadnicich z,y, jestlize pouzijeme:
a) cylindrickou (vélcovou) projekei,
b) stereometrickou mapu svéta?

Reseni:

a) Na valci o poloméru podstavy a definujme soufadnice .y predpisem

r = ag,

Yy = asin A. (1.13)

Odtud ptfimo vyplyva

.Y
A = arcsin =,
a

1
dé = = dz,

a
dy?
[a2 — 2 '
y?

cos? A =1-sin*A=1- 2 (1.15)

d) = (1.14)

Dosadime-li do rovnice metriky koule ds? = a?(d\? + cos® A d¢?)
z rovnic (1.14) a (1.15), po Gpravé ziskame

d2 2
M2:——JL7—+(L—%)dﬁ. (1.16)
12

a2

Srovname-li rovnici (1.16) s rovnici metriky rovinné mapy svéta
(tj. s rovnici ds? = da? + dy?), vidime, Ze nejmensi rozdil mezi nimi je pro y — 0,
tedy v okoli rovniku, kde obé tyto rovnice splyvaji.

b) Pfi stereografické projekci je vihodné pouzivat obvykly polarni thel 8 = g—/\. Necht

(0, ¢) jsou soufadnice libovolného bodu na kouli, (6o, ¢o) sférické polarni soutadnice
obrazu B’ bodu B.

0
7 obrazku je patrné, Ze vzdalenost p obrazu B’ od osy je p = 2atg (5)
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Obr. 1: K dloze 3

Definujme nyni soufadnice z, y (analogicky jako pfi zavedeni poldrnich soufadnic).

0
x = pcos¢=2atg (5) cos ¢,
(1.17)

0
y = psing =2atg (5) sin ¢.

Z rovnic (1.17) plyne

dzx = Le@) cos ¢ — 2a tg (g) sin ¢ do,

cos? (—
2
do 0
dy = ai@ sin ¢ + 2a tg (5) cos ¢ do.
cos? (—)

Jestlize tyto rovnice umocnime a dosadime do rovnice rovinné mapy

ds® = dz? + dy27

ds? = ¢ [d02 + 4 cost (g) tg? (g) d¢2] 1

()
ot (5) 7= o e (S)om ()] ]

¢
cos’ (5) (da? + dy*) = a*(d6* + sin? 6 dp*).

ziskame

V tomto pfipadé je nejmensi rozdil v blizkosti # = 0, tedy v okoli severniho pélu.

Pozndmka: Tento typ projekce se nazyva konformni, protoze
(d82)koule — f(d82)mapa7

0
kde f je néjakd funkce, v nasem piipadé f = cos? (5) Konformni zobrazeni zacho-

vava thly mezi kfivkami (viz pfiklad 6).
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a4da
Uloha 4. Pfedpokladejme prostor popsany soufadnicemi z,y,z a metrikou
3 4 12 \?
ds* = dz* + dy? d2—<—d —d —d).
e TR TR A T
Dokazte, ze tento prostor je ve skutecnosti dvojrozmérny a najdéte dvé nové souradnice
&, n, pro které plati
ds® = d€2 + d772.

Reseni:

O tom, zda je prostor trojrozmérny nebo ne, muzeme rozhodnout tak, %e vypocteme
hodnotu elementu objemu dV'.

dV =4/ | g |dzdydz. (1.18)

Abychom zjistili koeficienty metrického tenzoru, musime upravit rovnici metriky

12 dz)Z. (1.19)

3 4
ds? = da? + dy? d2—<—d Zdy+ =
S Ay e g ar it

Z rovnice (1.19) obdrzime po umocnéni a secteni tvar

9 16 144
2 7 2 v 2 a4 2
ds” = (1 169) dz” + (1 169) dy” + (1 169) dz

24 2
——dxdy — 12 dedz — 96 dydz.
169 169 169

Nyni muzeme dosadit do rovnice (1.18)

1
o2 2 360
169 169 169
dV = S 12 1- 1648 dedydz.
169 169 169
36 48 144
169 169 169

Determinant matice v pfedchozi rovnici je roven nule, to znamena, ze dV = 0 pro vsechna
x, y, z. Proto jsou tyto tfi soufadnice vzdy linearné zavislé.

Nyni vime, Ze dany prostor je bud jednorozmérny, nebo dvojrozmérny. MiZeme proto
zanedbat nékterou soufadnici, napf. z, zvolime-li z = konstanta, coz lze provést, protoze
koeficienty metrického tenzoru nezavisi na z. Pfi této volbé soufadnic se rovnice (1.19)
zjednodusi na tvar

4 2
ds® = dz® + dy2 — (i dr + — dy) . (1.20)

Analogickym postupem se presvédcime, Ze prostor popsany touto metrikou je pravé
dvojrozmérny, a ne jednorozmérny:
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9 12

1- = _=
169 169

g= £ 0.
12 1 16

169 T 169

Transformaci soufadnic ze systému (2, y) do systému (&, 1) najdeme napi. pomoci
vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice

1 9 12
169 169
G =
12 1 16
169 169
Vlastni ¢isla této matice vypocteme z rovnice
12
(1 _ i) _a _12
169 169
=0, (1.21)
12 1
_12 (1 _ _6) _a
169 169
ktera je ekvivalentni s rovnici
313 144
M- A+ —=0.
169 + 169

Po vyfteseni této kvadratické rovnice obdrzime vlastni Cisla

Moo= 1
144
AQ — )
169

a tyto vlastni ¢isla dosadime do soustavy rovnic

9 12
1o A e =y =
( 169 )‘r 1697 0

12 16
_ 1— = — 0.
169$+< 169 )y 0

7. této soustavy rovnic vypocteme, ze vlastnimu ¢islu Ay = 1 odpovidd vlastni vektor

- 1 (3 L 4 )
“5\’ T 1Y)
a vlastnimu ¢islu Ay = — odpovida vlastni vektor

169

1 ( 4 n 3 )
=—|—-——=2+—vy).
TR\ Y
Vynésobime-li vlastni vektor £ (resp. 1) konstantou 12 (resp.13), ziskame vlastni vek-
tory (a tedy i novy soufadnicovy systém), ktery vyhovuje rovnici ds* = d€? + dn?.
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5_12(3 +4)
T \3° T 13Y)

13 ( 4 L 3 )
=—(-——2+—y).
=\t
Pozndmka: Viimnéte si, Ze ptvodni metrika byla ve tvaru

Gap = 50(5 - Vavﬁv

3 4 12
137 13" 13
mérny euklidovsky prostor na dvojrozmérny prostor kolmy k V, tedy Ze musely existovat
soutadnice &, n, které previdéji puvodni metriku na metriku dvojrozmérného rovinného
prostoru.

kde V, je euklidovsky jednotkovy vektor ( ) . Tato metrika zobrazi trojroz-

aoad

Uloha 5.

Dokazte, Ze pomoci projekéniho tenzoru P= ¢ + # ® u promitneme vektor A do troj-
rozmérného prostoru kolmo ke étyivektoru rychlosti uw. Jestlize n je jednotkovy prostoru-
podobny vektor, ukazte, Ze P=¢g — n® n.

Reseni:
7. definice projekéniho tenzoru P muZeme pro jeho slozky psat

Paﬁ = Jap + usug.

Predpokladejme, Ze A je libovolny vektor. O tom, zda je obraz vektoru A v projekci P
kolmy na ¢tyfvektor rychlosti u, se presvédéime pomoci skalarniho soucinu:

u-(P-A) = u-[(gop + tatip) Al = 4 (gop + uaus) A" =
= uagagAﬁ + ua(uau5)Aﬁ =u*A, — UQAﬁ = U, AY — UQAﬁ =0.
Také se snadno mizeme presvédcit, ze je-li A-u= 0, pak P-A=A.

u-(P-A)=0
A-u

—0 }:>A:P-A.

To znamend, Ze se vektor A promitne sam na sebe.
Predpokladejme nyni, Ze n je jednotkovy prostorupodobny vektor.
Potom

n-(P-A) = n%(gos — nang)A® = n%go5 AP — n%nongA® = ng AP — nzAf = 0.

Stejné jako vektor A, tak i vektor n se zobrazi sim na sebe.
Necht P je nyni projekéni operator kolmy na nulovy vektor k, tedy

k-(P-A)=0

pro kazdy vektor A. Opét snadno dokazeme, ze P+ K (k@ k), K je libovolnd konstanta, je
také projekéni operator.

P=g—n@n+ Kk k),
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Paﬁ = gap — NaNg + I((kakﬁ).

Soucin k,kg vypocteme pomoci skaldrniho soucinu k- k:

k-k
0=k k= g°Pkoks = (kokp) = 77 = 0.
Tedy
P= Gap — Nallg,

coz znamend, ze takovych projekénich tenzori je nekoneéné mnoho.

Pozndmka: Vsimnéte si, ze mnozina nulovych projekénich operatori je neprazdnd a ze
pro libovolny ¢tyfvektor wlze jeden z téchto operatori zapsat ve tvaru P= g—(w®k) / (k-w).
Zaroven si také povsimnéte, Ze neexistuji symetrické nulové projekéni operatory.

aaa

Uloha 6.
Dokazte, ze konformni transformace metriky, napf. gog — f(2*)gas pro libovolnou
funkci f, zachovava vSechny ahly. Dokazte také, Ze tato transformace zachovava nulové

kfivky.
Reseni:
V euklidovském prostoru je odchylka dvou vektori a, bdefinovana jako podil skalarniho
sou¢inu a- b a soucinu velikosti téchto vektortu (| a|.| b|)
a-b
cosoe = ————.
(laf.[b])

Analogickym zpisobem budeme definovat odchylku dvou vektort v libovolném met-
rickém prostoru. Necht A, B jsou dva libovolné vektory metrického prostoru. Pak jejich
odchylku € vypocteme podle vztahu

(A-B)
(IAL-[B])

cosf =
Pti konformni transformaci soufadnic g,3 — f(2"gn5) miZzeme psét
A-B JapA® BP f(27)gapA*BP

= — =,
[ATTBL fg, A" 47,0 BPB7 \[1(27) g, AP A” f(27) g0 B” B

cosf =

_ J(27)gapA”B" _ gapA® BP
f(x”)\/gwA“A”gprpBg \/gWA“A”gprpBU

Nulové kiivky zastavaji nulovymi kfivkami, protoze druha mocnina jejich te¢ného vek-

= cos 6.

toru zustava rovna nule:
_ _ W v
0=e-e=g,c'e".

Tedy pri konformni transformaci sourfadnic plati
e e =f(a")ge'e” = f(z7).0=0

aaa
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Uloha 7.

Varieta, kterd ma tvar dvojrozmérné koule, je v okoli 8 = %, x = 0 popsana metrikou

ds® = do* + (0 — 6°)dx>.

Tato varieta ma praveé jeden bod, ktery neni lokdlné rovinny, zvany ,konicka® singularita.
Dokazte, Ze existuji dvé maximalni analytickd rozsifeni této metriky, tj. ze existuji dveé
rizné moznosti rozsifeni metriky, ktera spliuji podminku existence pravé jedné , konické“
singularity.

Pozndmka: Viimnéte si, ze v lokdnim soufadnicovém okoli metrika ne vzdy zachovava
globalni charakter variety.

( Napovéda: Uvazujte periodi¢nost soutadnice x.)
Reseni:

Rovnice metriky, kterd popisuje danou varietu, je

ds* = do* + (0 — 6°)* dy*. (1.22)

Pokud v rovnici (1.22) nahradime koeficient (6 — 6%)? vyrazem sin? 6, obdrzime metriku,
ktera popisuje jednotkovou euklidovskou kouli. Podle zptsobu zadani se jedna o néjaky
druh osové symetrické deformované dvojrozmérné koule s moznymi singularitami v bodech

1
f = 0,£1. Mame-li zadanu hodnotu 8 = 3" je zfejmé, ze méritko 8 se mize ménit od 0 do

1 (tedy 0 < 6 <1).

Musime vysetiit zvldstni pfipady € = 0,8 = 1 s ohledem na hodnoty, které muze
nabyvat soufadnice y. Vime, Ze y musi byt periodickd, protoze ze zadani metriky plyne:
(0 =0, vSechna x) a (8 = 1, vSechna x) vyjadfuji kazda jeden bod.

Pro @ ~ 0 obdrzime ptiblizny tvar metriky

ds?® ~ d6? + 6> dX2.

Necht je soufadnice y periodickd s periodou P, potom vlastni obvod o kruZnice o po-
loméru A6 je

.
0= / (AB) dy = (AO)P.

Jestlize se mame vyhnout ,kénické” singularité, pak musi platit
o = 2w (A6).

Proto
P =2r.

Nyni uvazujme 6 ~ 1 : Potom
ds® ~ do* + 6% (1 — )2 dx* = do* + 60*(1 — 0)*(1 + 0)* dx* =,
= d6? +4(1 — 6)* dx>.

Abychom se vyhnuli ,kénické“ singularité v tomto pripadé, musi platit analogicka
podminka jako v predeslém pripadé:

.
0= /Q(AO) dy = 2P(Af) = 27 (A0).
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Rovnost nastava pro P = 7.

Tedy muzeme polozit P = 27 a mit ,kénickou® singularitu v bodé 8 = 1, nebo polozime
P = 7 a ,kénicka® singularita je v bodé # = 1. To jsou jedind dvé mozna globdlni rozsiteni
variety (1.22).

aoad



Kapitola 2

Kovariantni derivace, geodetické
krivky

2.1 Uvod

Parcialni derivace vektoru nebo tenzoru podle prostorové soufadnice (stru¢né je ozna-
d
cujeme carkou, napiiklad T = A" ) nejsou samy o sobé slozkami tenzoru, protoze
x ?
musime vzit v Gvahu také zakfiveni prostorovych soufadnic. Zobecnénim této myslenky
muzeme dojit k pojmu tzv. kovariantni derivace (stru¢né ji oznacujeme stfednikem, napf.

A* ). Tenzor, ktery vznikne derivovanim tenzoru @ = Qaﬁ,wg oznac¢ime V@ a jeho slozky
vypocteme podle vztahu

Qs = QT AT Q7 T Qs

F%cr Qaﬁyé - Fgcr Qaﬁwy T

kde kazdému indexu odpovida pravé jeden korekéni clen. Vyrazy I'; se nazyvaji Chris-
toffelovy symboly (nebo koeficienty afinni konexe!) Jejich vypocet je nejjednodussi v tzv.
soufadnicové bazi (v této bazi plati, ze komutator dvou bazovych vektori je roven nule a
tedy také komutacni koeficienty clﬁ jsou rovny nule,) tj. plati

czyﬁew =[e,, es) =€, ez —ez-e, =0.

Potom )
F%W =g sy = 5!}&“ (9up,v t Gurv, 8 — Yoy u)-
V nesoutadnicové bazi Christoffelovy symboly vypocteme podle vztahu (viz napf. [8])
1
Lypy = §(guﬁw + Cupy + Gy, 8 T Cyup = Yoy 1 Chyp)-
Zaroven plati, Zze Christoffelovy symboly I'z jsou symetrické v poslednich dvou indexech,

tj. plati
[, = s

'Vztah mezi Christoffelovymi symboly a koeficienty afinni konexe je popséan v pifkladu (1). Podrobnéjsi
informace jsou uvedeny napiiklad v [3], [8].

15
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Kovariantni derivaci, kterou skalarné vynasobime libovolnym vektorem u nazyvame
derivace ve sméru vektoru u a plati

(V@ -u=VuQ=Q" "5 u".

Necht u je teény vektor ke kiivce, kterd je parametrizovand pomoci parametru A, pak lze
psat
d dz® D@

:ﬁproua:KaVUQ:T.

Pokud je vektor u bazovy vektor, potom plati

u

Vea Q = Va Q
S vyuzitim bazovych vektori miizeme zapsat také koeficienty afinni konexe ve tvaru
Ve, = Fgﬁ e, neboli I' o3 = e, - Vge,.

Operator kovariantni derivace V spliiuje véechna pravidla pro vypocet derivaci s vy-
jimkou komutativnosti (tj. VyVy # VyVy ).
Necht u je teény vektor kfivky. Pak Fekneme, Ze vektor @ je paralelné pfenesen podél
kiivky, jestlize plati
VuQ = 0.

Jestlize nyni nahradime vektor @ vektorem wu, obdrZzime vztah
Vuu = 07

coZ je rovnice geodetické cary.
Necht nyni 2% () je geodetickd ¢ara. Potom slozky rovnice této geodetické ¢ary jsou

A2zt i dz® da

0= (Vur) =75 +Tos v ax

(tuto rovnici odvodime v pfikladu 9). V tomto pfipadé musi byt A afinni parametr podél
kiivky. To znamend, Ze pro nenulové? je A timérné vlastni délce geodetické ¢ary.

Predpokladejme nyni prostorupodobnou kiivku. Necht u je jeji tecny vektor a necht
Du
a= Vyu = —. Fermi-Walkertuv pfesun vektoru V definujeme predpisem

dr
VeV=(u@a—-a@u)-V,

kde operace ,,®“ znamena
R a= uaaﬁ =u"ag

a uplatiiuje se u zrychlenych vztaznych soustav.

2Nulova kiivka m& vyznam svétlupodobné kiivky. Nenulové jsou potom viechny ¢asupodobné a viechny
prostorupodobné krivky.
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2.2 Ulohy

Uloha 1.

DokaZte, Ze koeficienty afinni konexe I'3. nevyhovuji tenzorovym transformacnim pra-
vidlim.
Reseni:

Predpokladejme, Ze mame takto definovanou transformaci:

ey = L€,

o
kde J
[0 A xg
LM/ = dxﬂf/ .
Potom
! A
Ve/ﬁela = Lager = V(Lg/ex) (Loren) = Lﬁ’vek(Lg'eﬂ) -

_TA 1 H
= Lﬁ'(La’,/\eﬂ + La,Ve/\eM).
Pritom vime, Ze
Veyeu =1 €.

Tedy
Diger = Lai(LY, e, + LT ey). (2.1)

Transformaci pro prechod od ¢arkovanych soufadnic k necarkovanym lze zapsat timto
zplsobem:
'
R
en = Lj, egr.

S vyuzitim tohoto vztahu muZeme rovnici (2.1)0 dale upravit a ziskdme

Dligier = Ly (Lhy (L err+ Lh U0 LT err) = Ly (Lh, (L7 + Loy L] T Jerr.

Proto
7! A pripy ATt
Foz'ﬁ’ = LZ/Lﬁ/Ll/ FMA —I_ Lﬁ/LM LZ’,A' (22)

Druhy ¢len na pravé strané rovnice (2.2) zpusobuje, Ze se koeficienty afinni konexe
transformuji jinak neZ tenzory.

aaa

Uloha 2.
V dvojrozmérném euklidovském prostoru popsaném polarnimi soutadnicemi r, # ukazte,
ze geodetické cary splyvaji s pfimkami.

a) Najdéte Christoffelovy symboly pomoci derivace metrickych koeficienti g, z inter-

valu ds® = dr? + r2d6? .

b) V soufadnicovém systému z, y, = rcosf, y = rsin 6, predpokladejte, Ze vSechny
koeficienty afinni konexe jsou nulové

(tj. Iip=T5,=--=0).
Pouzitim transformac¢niho zdkona najdéte tyto koeficienty v soutradnicich r, 6.

¢) Najdéte Christoffelovy symboly Iz, s vyuzitim rovnice geodetické ¢ary.
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Reseni:

a)

Dvojrozmérny metricky prostor je popsan metrikou
ds* = dr* + r* d6*, (2.3)

odpovidajici metricky tenzor je

1 0
Jab =\ o 42 |-

Pro vypocet Christoffelovych symboli pouzijeme defini¢niho vztahu

[0} 1 [0}
I, = 59 “(Gupr + Gy = 96vu)s (2.4)

5 1 0
W= 1 .
g 0 —

r

Jak vidime ze zapisu metrického tenzoru, jedinym koeficientem, ktery pfi derivaci
nezanika, je ggg = r2, a to pii derivaci podle r. Proto nenulové budou pouze ty
Christoffelovy symboly, které obsahuji ¢len ggg, = 2r. Jsou to:

kde ¢®? je v nasem piipadé

1 1
Lo = 597 (900 + 9ors — go0.0) = 597 (~gss,) = =,

1 1
F@ — F@ — — 400 L) ==,
rd or 9 g (9997 ) r

Zbyvajici koeficienty afinni konexe jsou nulové.
Polarni souradnice jsou definovany rovnicemi

x =rcosb,

y = rsin 6. (2.5)
Odtud plyne
224y = 12,
(2.6)
T cotg .
Y

Derivovanim téchto rovnic obdrzime vztahy pro dr a df v zavislosti na dz a dy,
coz jsou v podstaté transformacni rovnice pro prechod z kartézskych do polarnich

soufadnic.
2rdr = 2zxdx+ 2ydy,

¢ ydx—xdy (2.7)
sin? 6 y> '
Dosadime-li do soustavy rovnic (2.15) vztahy (2.5), obdrzime po apravé
dr = cosfdx +sinfdy,
. (2.8)
6 6
Jo - _sml n cos dy.

r r
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a tedy miuzeme psat matici transformace

¥ LI CQSH sin 6
L“:(Li Lg):(_:ﬂnO cosf |.

r r

Matici Lg, inverzni transformace vypocitime analogickym zpusobem:

x=rcos = dx=cosfdr—rsinfdf,
y=rsinf = dy=sinfdr+rcosfdb,

o Ly Ly _ [ cosf —rsiné
p LY Ly sin@ rcosf |-
Transformadcni rovnici v tenzorovém tvaru jsme odvodili v prikladu 1:

' p

o _ o' rp v o ru
Fﬁ/,y/ —_ LP L /L /Fp —I_LM L /7’7/' (2.9)

Podle predpokladu jsou v kartézskych soutadnicich v8echny Christoffelovy symboly

2, nulové, takze v rovnici (2.9) ziistane na pravé strané pouze druhy ¢len.

' o ' n
F%/’V/ —_— Lf: Lﬁ/7,y/ (2.10)
Nyni uz muzeme vypocitat jednotlivé koeficienty afinni konexe:

U7, = LLLE, + LyLY, =0,

Tgo = LiyLgg+ LyLy, = —r.

Timto zptsobem urcime také hodnoty zbyvajicich symboli:

1

Y, =rf ==

rd or 7‘7
F:HZFgr:Fz€:Fﬁr:0

¢) Nejprve uvazujme pfimku 6 = 0, r = s (s je afinni parametr - délka ). Rovnice
metriky ds? = dr? 4+ r2d6? pii této volbé soufadnic piejde na tvar ds® = dr?, tedy
v rovnici geodetické ¢ary (viz piiklad 9)

A2zt i dz® dzf
+ - 7
ds? af ds ds

(2.11)

dr\?
je nenulovy pouze jeden clen, ktery obsahuje (d—) . Rovnice geodetiky se potom
s

d? dr\?
H —_— =
ds? 1 (ds) 0.

zjednodusi na tvar

Tato rovnice méa dvé feseni:
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i) p=r, potom

dz_r_|_r7’ (ﬁ)z_o
ds? mA\ds)

d2
Predpokladdali jsme, Ze r = konstanta a ds? = dr?, tedy d—g =0a
s

" =0.

d*6 dr\?
2 (25} =,
ds? the (ds) 0

7 pocateéni podminky 6 = 0 plyne, ze

ii) p =40, pak

1’ =o.

Nyni uvazujme kfiivky, které neprochazeji pocatkem. Pfeparametrizujeme rovnici
geodetiky (2.11) s vyuzitim neafinniho parametru 6.

A2t B do d [/dO dz* dON? d2z# dO dx* d df B
W‘E@(%%) (d_) 002 T ds do dods
(O P2 dat d?0
_<d_) 202 T g ds

doN? d?z*  d?0 dat u dO\? da® da”
(d_) a7 sz ag T (d_) g
a po uprave
d*9
d?az ds2  dxt v dz® dzP

102 + 40 QW—I— aﬁwwzo. (2.12)
(@)
Obecny tvar rovnice pfimky je
rcos(f —v) = Ro, (2.13)
kde v, Ry jsou libovolné konstantzy (viz napf. [2]). K vyFeSeni rovnice (2.12) potie-
d*6
ds?

bujeme urcit hodnotu vyrazu

()

2 2\ 2
ds” _ (dr ) +r2, (2.14)

Z rovnice (2.3) plyne

der — \ de?

a z rovnice (2.13) ) Rotg(d— )
r otg (0 —7
—= . 2.1

dd  cos?(6 —7) (2.15)

Po dosazeni rovnice (2.15) do rovnice (2.14) ziskdme

(%) = =0
dg) — cost(f — )’
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a odtud a0 2(9 )
cos -7
df _ cos®(0— ) 2.1
ds Ry 0
Proto
429 —2cos*(6 —7)sin(6 — 7) (2.17)

ds? R?

Po dosazeni vztaht z rovnic (2.16) a (2.17) do rovnice (2.12) a po Gpravé ma rovnice

geodetiky tvar
dzt p dz® dz?
—2tg(0—7)W+Faﬁ W%—O (218)

d?at

de?

Uvazujme nyni bod o soufadnicich & = v, r = Ry, ktery lezi na pfimce. Potom
tg (6 —v) = 0 a rovnice (2.18) ma ted tvar

Az u dz® da”
— + A —
d6? b qe de ’

ktery je ekvivalentni s rovnici

d?

dr\? dr df do\?
TR I [T e T
d6? +1 (d@) + 200 do do + Lo (d@) 0-

Vime-li, 7e r = konstanta a [, = 'Y = 0, ziskdme rovnici

d?xt
o Tl =0,

kterou opét musime vyfesit pro dvé hodnoty indexu p.

i) Necht p =r. Pak

d*r .
agz oo =0
a
. dr
06 — d02

Vyuzijeme-li rovnice (2.15), miZzeme psat

& _ Rocos® (@ — ) + 6Rgsin*(0 — ) cos®(§ — )
ez cos®(6 — v) N

= o0 )

Ale protoze je 8 = =, plati

r

gg — —T.
ii) Necht p = 6. Potom analogicky
d [df
el ek re, =
df (do) 00 =0,

Fz€ — 0

tudiz



KAPITOLA 2. KOVARIANTNI DERIVACE, GEODETICKE KRIVKY 22

Protoze v a Ry jsou libovolné konstanty, plati tyto vztahy obecné.

Nakonec uvazujme libovolny bod lezici na pfimce. Napiseme dvé rovnice geodetické
cary a pouzijeme ty Christoffelovy symboly, které jiz zname.

d*r 2te (0 )dr—l—Fr (dr)2—|—21“7’ drd@_l_ . <d0)2 _ 0
agz ~ =T ag T \ag) T agag T \as) T
d?* de de dr df dr
— = 2tg (0 — )5+ T (= oy — — 4+ T¢ (—) = 0.
agz ~ 2180 =) g5+ Lo (do) T Gae T \ g :
Jiz vime, Ze I, =T?¢ = FZ€ =0, I'j; = —r, potom z geodetické rovnice pro y = 6
a s vyuzitim rovnice (2.13) miuzeme psat

dr
oI, — = 2tg (0 —
r€d0 g( 7)7
rtg(@ -, = tg(@-7),
1
Fﬁe — ;.

Uloha 3.

Uvazujte rovinny prostor, ktery je popsan metrikou
ds? = dr? + r2d6*.
a) Napiste rovnice geodetickych ¢ar v tomto prostoru a dokazte, ze néasledujici vyrazy
jsou prvnimi integraly téchto rovnic.

do
rzd— = Ry = konstanta, (2.19)
s

(%)2+r2 (%)2:1, (2.20)

b) S vyuzitim vysledku a) odvodte diferencialni rovnici prvntho fadu pro r = r(6).

¢) Vzhledem k tomu, ze dany metricky prostor je dvojrozmérny euklidovsky prostor,
napiste obecnou rovnici pfimky v soufadnicovém systému r,f a dokazte, ze tato
rovnice piimky spliiuje rovnici odvozenou v b).

Reseni:

a) Nejprve napiseme rovnice geodetickych ¢ar, pfi¢emz pouzijeme Christoffelovy sym-
boly, které jsme vypocitali v predchozim ptikladu, tj.

1
r [

=—r, Il ==
60 ’ rf r

Tedy mameé dvé rovnice geodetickych Car

o - @0 ort, Ty,
ds? o6 0, d82+ 0 ds ds 0

d?*r <d0)2 d*6 g drdo
ds
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Po dosazeni obdrZzime

d%r doN?
@ + gﬁﬁ = 0 (2 22)
ds? ' rdsds ' '

Prvni vyraz ziskdme, jestlize vyfeSime rovnici (2.22).

d?*6
a2 2dr

<d0)2 tras 0
ds

Pouzijeme-li pravidla pro vypocet derivace ptirozeného logaritmu, miZzeme tuto rov-
nici dale upravovat

d do 9
7s [ln%—l—lnr ] =0,

proto vyraz v hranatych zavorkach musi byt roven konstanté

s

do
In <r2 d_) = konstanta

a odtud plyne
5, db

r“ — = Ry = konstanta.

ds

Druhy z hledanych integralt vypocteme piimo z rovnice metriky.

dr? +r2df*> = ds?,
) o2 -
ds "\ s -

b) Vyjdeme z rovnice (2.20). Potom

(d_"ﬁ)er 2(@)2_1 (2.23)
dds) " \ds) T ‘
Z rovnice (2.19) plyne

W _ o

ds — r2?’

a tento vztah dosadime do rovnice (2.23).

dON? [dr\? ]

(%) (@) L
R [rdr\? L]
r_4 -<@) —I—T‘ | = 1.

Hledana diferencialni rovnice je

dr\? 9 rt
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¢) Rovnice pfimky, ktera neprochdzi po¢atkem, ma v polarnich soufadnicich tvar (viz
napf. [2])

r=—" (2.25)

Potom

Obr. 1: K dloze 3

dr  Lsin(0 — «)
df  cos?(f — )’

a tento vztah dosadime do rovnice (2.24):

(dr)z_l_rQ:LQsinz(O—oe) L2

do cos* (0 — a) + cos?(f — o)
B L? sin?(6 — a) + cos?(8 — a) L_2 B L* 1 ﬁ
~ cos?(f - ) cos? (0 — ) L2 cost(f—a) L2 L%

Tedy vsechny primky ve dvojrozmérném euklidovském prostoru vyhovuji rovnici
geodetické ¢ary.

aaa

Uloha 4.

a) Vypoctéte viechny koeficienty afinni konexe I', g, pro dvojrozmérny metricky prostor
d 2 _ 1 d 2 d 2
s = t_2( x” — dt?).

b) Najdéte v tomto prostoru vSechny ¢asupodobné geodetické kiivky.
Reseni:

a) Metricky tenzor této metriky je

Gy = 1
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Jediné derivace jeho slozek, které nezanikaji, jsou

2
Yoot = _t_37

Gty = t_37

zbyvajici derivace jsou nulové. Vztah pro vypocet koeficientu afinni konexe I', 5 je

1
LPapy = §(gaﬁw + 9ra,8 = 9pv.a)-

Potom . . 5 .
oot = =(9es vo ~ Yrtx) = S\ T3] — T3
t 2(,9 St —I_gt s g t, ) 9 ( tS) t3
1 1
Lotw = (9ot zr,t — Ytox) — T35
¢ 5 (92t,2 + Yoot — Gto,) 3
1 1
live = =(9tee vty — Yrzt) — T3
¢ 2(!]75 ot Gote = Goat) 3
1 1
Iy = §(gtt,t + Gu — gtt,t) = t_37

anmc - Fttac - Ftact - Fxtt =0.

b) Nejjednodussi zpusob, jak nalézt rovnici geodetické ¢ary, je odvodit ji pifimo z jeji
definice jako kiivky extrémniho vlastniho ¢asu. Necht rovnice geodetiky je x = x(¢).

Potom
5/d7' = 5/\/—(182 =0. (2.26)

7 rovnice metriky ziskame
—dt? da? dt?
2 _ _ — 22
ds® = 2 (1 dt2) =3 (x 1) ,

d
kde & = d—x, a tento vztah dosadime do rovnice (2.26).

[ dt? . dt ——

Nyni pouzijeme analogii s teoretickou mechanikou, kdyz integrand budeme povazovat
za Lagrangeovu funkci. Odpovidajici FEuler-Lagrangeova rovnice je

Il | _y
dt |y J1—a2|

(viz napf. [13] nebo pfiklad 9). Odtud plyne, Ze

by

ty/1 — &2

= K = konstanta.
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Necht J
x
i = — = tghd. 2.2
t=—r =g (2.27)
inh 6
Potom K = 7 plati
sinh
t = 2.28
e, (2.29)
dt = ﬁ cosh @
K
7Z rovnice (2.27) vyplyva
dx = dttgh .

Tedy
v = /tgh fdi = i,/tghocosh 80 = i,/sinhodo,
K K

cosh @
r = K + Zo,
B cosh @
r — Ty = I% .

Tuto rovnici umocnime a vyuZijeme-li cosh? 8 = 1 + sinh? 6, miZeme psit

(z — 20)? = a? 4 t2,

1
kde a = T Tedy casupodobnymi geodetickymi ¢aramijsou hyperboly a jejich asympto-

tické plochy jsou svételné kuzely.

%:%@‘

Obr. 2: K dloze 4

aaa
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Uloha 5.

Ukazte, ze kovariantni derivace metrického tenzoru je nulova.
Reseni:

Vypocet kovariantni derivace je nejjednodussi v soutadnicové bazi, kde je tato derivace
definovand vztahem

Gapy = YapBy — !]aﬁrgw — Jao %W'
Za jednotlivé Christoffelovy symboly dosadime

1
FCOTW = §ggp(gpaﬁ + Yoy, — gow,p)v

CT’T(

1
By = 29 \Yrbn + Grv,8 = Gpy,7)-

Potom

1
Jopyy = Gapy — §(gaﬁg””gpa,w + 95697  9pv,0 — 909" Gar,pt

+ gaaggq—gﬂ'ﬁ,w + gozcrgm—gp%oz - gozcrgm—gﬁwﬂ')'

Vyuzijeme-li vlastnosti metrického tenzoru gwg“ﬁ = 67, miizeme psat

1
Yoy = oy — 5(5ggpaw + 5ggp%a - 5§ga%p + 059787 + 05,97,8 — 009p~,7)-

Nyni vidime, Ze v zavorce zustanou pouze ty Cleny, u nichz je koeficient 52 (resp. 67)
roven jednicce, tj. pro p = 3 (resp. 7 = « ). Potom

1
Gapy = JaBy — §(gﬁaw + 9pv,0 = Jar,8 + Gapy T Gav = pva)-
Odtud
1
Gapyy = Yoy — 5(29aﬁw) = 0.
g
Uloha 6.

Dokazte, ze pro diagonalni metriku jsou Christoffelovy symboly (v soufadnicovém
tvaru) definovany vztahy

FZA — 07 FK/\ =~

0 0
(= g (0 1001) T = gz (/T

Pfitom plati, ze p # v # A a neséitdme pres indexy, které se opakuji.
Reseni:
Christoffeliv symbol druhého druhu I')', je v soufadnicové bazi definovén vztahem

1
Loy = 59" (Gawr + gar = Gora). (2.29)
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a) Jestlize predpoklddame diagonalni metriku, potom vSechny nenulové koeficienty pii-
slusného metrického tenzoru lezi na hlavni diagonéle a jsou to tyto: ¢g,., guv a gix.
Proto se v rovnici (2.29) o musi rovnat yu, ale protoze je v zadani Glohy podminka
p # v # A, jsou viechny Christoffelovy symboly I'!\ nulové.

b) Nahradime-li v rovnici (2.29) index v indexem A, mizeme psat

1 1
I, = 59” (Garx )y F garr — Ore) = — 29" 90 a-

2
Nyni opét vyuzijeme faktu, %e dana metrika je diagondlni. Potom g"* = — a
Gup
11
m
= =5 — %
AN 9 G K

¢) Analogicky vypo¢teme zbyvajici Christoffelovy symboly.

1 1
FM = — HE — = —
) 29 (G + Gurp = Gur ) QQMMQMMA?
a tedy
1 0 0
I = 5@(111 | G |) = EISY (111 va gwl) :
d) Nakonec
1
Fﬁu = %(gw,u + G = Gupu) = %gumu =
T gan 04/ |Guul | -
[
Uloha 7.

Dokazte néasledujici identity:

9

e) Top = (Iny/lol) .

¢ yay:_i<w )
) g"'Ty \/@g\/@vv
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1 [0
g) Aa,oz = ( |g|‘4 ) )
9] o
1
h) Ag;ﬁ = ( |g|Ag) - Fg\zp,A§7
9] :
i) Aaﬁ;ﬁ = ﬁ ( |g|Aaﬁ) , (predpokladejte, ze A°” je antisymetricky).
g ?

a) Tuto identitu jsme v podstaté dokazali v pfikladu 5. Lze ji ovSem dokdzat i jinym
zplsobem: napiSseme rovnice pro Christoffelovy symboly I'y5, a I'34+ a tyto rovnice
potom secteme.

1
Papy = §(gaﬁw + Gvo,6 = 9pv.a)s
1
Pgay = §(gﬁaw + Gv8,0 = Gor,8)-
Po seéteni ziskame )
Lapy +1Tgay = 5(29aﬁw) = Yoy (2.30)

b) Pro metricky tenzor plati
gauguﬁ - 55

Tuto rovnici zderivujeme a pfimo obdrzime vysledny vztah

9" Gy + Gang™’ ., =0,

a tedy
gaugﬂﬁq = _guﬁgau,w- (231)

¢) K dikazu této identity pouzijeme rovnici (2.31), ze které plyne

1
af  _ uhB
= - 9 "Gy
" 9o at

g

Za g\~ dosadime z rovnice (2.30). Pak
gaﬁw = _gMgw(FAw + FM/\W) = _gmgwrkw - gmgwrumv

a tedy
gaﬁW = —g“ﬁfffw — gmfgw. (2.32)
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d) Pro libovolnou matici ||g,,|| plati

11,0 912,00 -+ YGln,o
Guv,a = : :

gnl,oz gn2,oz gnn,oz
Determinant matice se obecné vypocte podle vzorce

9=">_580P g1k, 92k, - - -Gk

P

kde
1 2, ..., n
P — 1 1 1

(klv k27 R kn)
je permutace mnoziny {1, 2, ..., n} a sgnP  je znaménko pfislusné permutace
(viz napf. [2],[11]).
Tedy

Jo = ngnP (G1ky,092ks - - - Grkn + J1k12ks 00 - - Gk +

P

+ 91k G2k, - Grkn,e) =

J11,00 912,00 --- YGln,a 911 912 oo Gin

921 922 .. Gon 921 922 ... G2n
= | . . Co ] . :

Ini 9n2 s 9nn Inl,e Yn2,a -+ YGnn,o

Jednotlivé determinanty vypocteme podle Laplaceovy véty (viz [11])

g=detG = Z 9ikGik, (2.33)
k=1

kde Gy je algebraicky doplnék prvku g;;. Potom

n n n
o= Z G1p,0 Glu -+ Z Inp,o Z Z Gvp,a

pn=1

Protoze se ale v nasem piipadé algebraické doplnky neméni, muzeme je vyjadiit
z rovnice (2.33) a dosadit do predchozi rovnice

n n
o= Z Zguu,a ggl’M

v=1 pu=1
Tento vztah mizeme jesté prepsat pomoci Einsteinova sumacniho pravidla

9a=99" Guua
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e) Christoffeliv symbol Fgﬁ v soutadnicovém tvaru vypocteme podle vztahu

1
Fgﬁ — 5.9#”(91/0(,5 + 9vp,a — gaﬁ,u)-

Necht p = o. Potom

. 1
op = 507 (vt Gupo = Gapp) = 597 Gua s + 97 Gup0—

1
- gowgozﬁ,y) = §gowguoz,ﬁ-

Zaménime-li v poslednim ¢lenu pfedchozi rovnice sumacni indexy
(tj- @« = v, v — a), budou posledni dva ¢leny shodné a jejich rozdil bude roven nule.
Pouzijeme-li rovnost

gw/g;w,oz = % = (ln g),a

muzeme psat
lgp _ 1 ( )
P a—— | = (1] . 2.34

)

f) K dikazu této identity pouzijeme rovnosti (2.32), v niz index v nahradime indexem
8. Potom lze psat

6"y = T = Tp0"
Odtud plyne, ze
Lppg"’ = =g 5 = T\0™

Ffﬁ = (ln |g|)A

)

7Z rovnosti (2.34) vyplyva

Proto
Fjﬁguﬁ — —gaﬁﬁ _ (111 |g|) g/\oz'

)

Nyni zaménime sumacni indexy: 8 — v, A — v. Potom

g = =g, = (Iny/lgl) g =—g", - ﬁ (M) 9" =
, p »
= —ﬁ l\/@g“”,y + 9" ( Igl)ﬁy] :

Vyraz v hranatych zavorkach je derivace soucinu, tedy

1
re, gt =——— (g““ Igl) :
vard v

)
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g) Kovariantni derivace A%, je definovana vztahem
Ao, =A% +Tg, AP

Opét pouzijeme rovnost (2.34) a ziskdme

1 1
ae, =t —— (y/lal) Aﬁz—[\/mmmﬂ (v/ll) ]
91 g ward #

)

coz lze prepsat ve tvaru

A = (Aa \/@)

lg]

e

h) Kovariantni derivaci Ag,ﬁ smigeného tenzoru A? definujeme
B B A 4B
A ﬁ_A st UgAL =oAL
Analogickym zptisobem jako v pfedchozim pfipadé odvodime nésledujici rovnost

1
Wy = Ay () A=
o

T Vi)
\/% W@Agﬁ n W@)M Ag] AL

Po zaméné sumacnich indexi p — 8 miZeme tuto rovnici psat ve tvaru

= Vil + (Vi) a2] - g -

_ ﬁ (MAg)ﬁ — T A

i) Budeme postupovat obdobné jako pfi dokazovani predeslych dvou rovnosti. Kovari-
antni derivace Aaﬁ,ﬁ kontravariantniho tenzoru A®? je definovana timto zptsobem

af  _ paf o 8 B po
AT = AT 5 DpA™ 41,547

Tedy

o3 « 1 «
A ﬁ,ﬁ+ruﬁA“ﬁ+—< Igl) A =
varl #

[+ () 4] e
<\/> Aaﬁ) + T2, AR,

7

Jil
Jal
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Ale protoze predpoklidame antisymetricky tenzor, plati
B _ B
A" = T, A%

a posledni ¢len zanika. Tedy

A% = \/T (MAaﬁ)ﬁ.

1
lg]

aoad

Uloha 8.

Necht je geodeticka ¢ira ¢asupodobnd v libovolném pevné zvoleném bodé P. Dokazte,
ze je Casupodobnd v kazdém bodé podél své délky (obdobné tuto vlastnost dokazte i pro
prostorupodobnou a svétlupodobnou geodetickou ¢aru).

Reseni:
Necht u je teény vektor geodetické ¢ary v daném bodé P. Pak tato geodetika je

a) prostorupodobnad, jestlize u-u > 0,
b) svétlupodobna, jestlize u-u =0,
¢) Casupodobnd, jestlize u- u < 0.
Dale vime, Ze
Vulu-u)=2u-Vyu=0,

coz plyne z rovnice geodetické cary Vyu = 0. To ale znamend, Ze se skalarni soucin u - u
zachovava podél celé geodetické ¢ary, a tedy ze geodetickd cara zistava prostorupodobna
nebo ¢asupodobnd nebo svétlupodobnd podél celé své délky.

aaa

Uloha 9.

Odvodte rovnici geodetické ¢ary z definice geodetiky jako k¥ivky extrémniho vlastniho
casu.
Reseni:

Geodeticka ¢dra jako kiivka extrémniho vlastniho ¢asu musi vyhovovat variac¢ni pod-
mince

B
ot = 5/d7': 0. (2.35)
A
Vime, Ze plati
daz® dzP
dr? = —(ds?) = —gop — ——
T (ds7) A P

7, této rovnice vyplyva

g datdat (2.36)
Job “gr a7 T '



KAPITOLA 2. KOVARIANTNI DERIVACE, GEODETICKE KRIVKY 34

Stejné jako v piikladu 4 pouZijeme analogii s Lagrangeovou funkci a s Lagrangeovou
rovnici z teoretické mechaniky, pficemz Lagrangeovu funkei ztotoznime s vyrazem

L =\/—gap dz*daP.

Potom miuZzeme variacni rovnici (2.35) pfepsat ve tvaru

5/Ld7':0.

Obecny tvar Lagrangeovy rovnice je

@ (o) oL
dr \oz/) 0Oz
(viz [13]). VyuzZijeme-li vztahu (2.36), potom plati

i 8u7_2 / dz® dzP
~9ap dr dr

L L 1 (
—Y9ap

Ju®

e
ou” “ Yo

1 a a
= —5 (gaﬁ 5W uﬁ ‘I’gaﬁ 55 U ) = _gWﬁ uﬁ,

oL oL 1

_ _ a B\ _
- = = —Gapny uu’) = -5
8$ 8$’7 ) dxoz d$ﬁ ( By ) 2
V ~9ep dr dr

a tyto vztahy dosadime do rovnice (2.38).

d 1
B
dT (g'yﬁ u ) 2

Potom
du®  dz® du®

Gv6 = T g G W =g e T 9ba uu’ = F9apy U

_ o
- _gaﬁfy u-u

1

B

1

Po Gpravé a po vynasobeni celé rovnice vyrazem ¢"* lze psat

d?z% 1
G0 9" dr? T §gw Uauﬁ(gwﬁ,a + Gro,8 = Gapn) =
a tedy
2
5udwﬁ_|_ i dxa@:
6 grz T TRl T Ty ’
coz lze déle upravit
d?zt da® daP

I

&z Ted g ar T

aaa

Uloha 10.

Rovnice geodetické ¢ary pro afinni parametr A ma tvar

d*z® ., dzPdzy

D e o A T

(2.37)

(2.38)

ua % —
our )

JapBy uauﬁv

B

0,
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Dokazte, Ze vSechny afinni parametry jsou spojeny s konstantnimi koeficienty pomoci
linearnich transformaci.
Reseni:

Predpokladejme, 7e pomoci funkéniho pfedpisu s = f(A) definujeme novou paramet-
rizaci k¥ivky. Potom pro prvni a druhou derivaci podle A miZeme psat

d_dgd_
AN~ dds

, d

Fae (2.39)

CdA

d> B d(d) d(dfd)_dzfd_l_dfdd
d\2  d) \d)\ d\ds) d)\2ds dhdids

d d?
_ n @ 2 4
=/ ds+f ds?’

Dosadime-li oba tyto vztahy do rovnice geodetické ¢ary

d?x” dx? dz”

o3 —

o ey oy Y

obdrZime rovnici , 5
d°z® dzP dxz”

r« 2 T =0
ds? + / ds ds

f// % + f/2

1
-7 - Potom

Tuto rovnici vyndsobime vyrazem 7

d*z> " da® da? da?
—+t = — 415, —— =0. 2.40
d52+f’2 ds TP ds ds (240)
Rovnice (2.40) pfejde na tzv. standartni tvar s afinnim parametrem s, jestlize druhy
Clen zanikne, tj. jestlize plati

7 et
f/2 ds
Odtud ovsem plyne, ze
d*f
A
= d\? 0

Tedy s je linearni funkci A.

Uloha 11.

a) Dokazte, ze v rovinném prostoroCase muzeme zapsat zakon zachovani ¢tyfhybnosti
volné ¢astice ve tvaru

b) Dokazte, 7e se ¢astice s nenulovou klidovou hmotnosti pohybuje podél ¢asupodobné
geodetické ¢ary.

Reseni:
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a) Slozky (Vp p) jsou
dpP
(Vp p) = mu (0 + 17, p7) = m (% - u“p”Fffa) -

V rovinném prostorocasu mizeme vidy nalézt globdlni soufadnicovou soustavu,
v niz jsou vSechny Christoffelovy symboly nulové (tyto soufadnice se nazyvaji Min-
kowského soufadnice). V Minkowského soufadnicové soustavé mizeme psat

dp?

B o,

Zaroven v této soustavé lze psat zakon zachovani ¢tythybnosti ve tvaru

b _

dr 0,

tedy

Tato rovnice je tenzorova, musi proto vyjadifovat zdkon zachovani ¢tyrhybnosti v li-
bovolném tvaru.

b) Ctyfvektor hybnosti je pfimo imérny étyivektoru rychlosti hmotné éastice.
p#« = mou%ﬁ

kde myg je klidovd hmotnost ¢astice, u* ¢tyrvektor rychlosti.

Zakon zachovani ¢tyfrychlosti lze psat ve tvaru
uut = —1.

Potom
2

“_ my —
pup’ = mg(uyut) = —mo.
Protoze je skalarni soucin roven zapornému d¢islu, pohybuji se hmotné ¢astice po
casupodobnych geodetickych ¢arach.

aoad

Uloha 12.

Dokazte Fermattv princip v obecné teorii relativity: v libovolné statické metrice (go; =
gap.0 = 0) uvazujte vsechny svétlupodobné kiivky mezi dvéma body v prostoru, 2l =al,
27 = b7. Kazd4 svétlupodobna kiivka 27 (t) vyZaduje urcity souradnicovy ¢as 6t k piechodu
z @’ do b, Ukaite, 7e viechny kiivky extrémniho Easu 8t jsou svétlupodobné geodetické
cary prostorocasu.

Reseni:

Vyjdeme z obecné rovnice geodetické ¢ary s afinnim parametrem A.

d?*x ., dzPdzy
o e

Analogicky jako v piikladu 10 pfejdeme od afinniho parametru A k soutadnicovému

casu t. Potom
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@
d*z® dA? | dz™ o dwﬁdaﬂ_

i 2.41
az T (dt)2 dt Y de dt (2.41)

dA
Nyni se v rovnici (2.41) omezime na jeji prostorovou ¢ast, tedy index o« nahradime
indexem k, pficemz k£ =1, 2, 3, a celou rovnici vynasobime vyrazem g;.

@
d2$k d\2 dwk d$ﬁ dx” 549
95k 12 —I_g]k(dt)z%—l_ 7B Wﬁ_ ( )
dA
Nejprve upravime vyraz [ @dﬁ
PR AT
dx? dz” di\ 2 dz! daz! da®
T =T'00 (@) + L0 o + 10 TR (2.43)

Nyni vypocteme Christoffelovy symboly I';00, I'j10 @ dosadime je do rovnice (2.43).

1 1
Ljoo = 5(!}]‘0,0 + gjo,0 — goo,;) = ~ 5900,
1
Ljio = 5(9;‘1,0 + gj0,0 — gi0,5) = 0.
Zaroven z rovnice
0 = dt® + L auhda!
Yoo
vyjadiime
dt\? g da® da”
(E) . (2.44)
Yoo
a tento vyraz dosadime do rovnice (2.43).
4 daP da” B Gk dak da! Y dak da!
B g Tdr T oo dt dt M T ar
coz dosadime do rovnice (2.42).
k d2t k k { k {
d*z a2 dx g dz® dz dx® dx
e pgg—A T IR D L T, 2.45
9ik~ g2 +g]k(dt)2 TR T T L TR (2.45)
dX

7Z rovnice geodetiky (2.41) vyjadfime jeji casovou slozku.
d*t

Pooqw e

dt? (dt)zdt Brodae dt
dr
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Pritom vime, Ze —t =1a d—Zt = 0. Pak
U dt ez
d?t
DE_ o deldst
(dt)2 g de T
dA
coz lze upravit na tvar
d*t ;
a2 dzP dxz”
F R —
goo(dt)2+ O Tt Tt
d\

38

Nyni vypoc¢teme hodnoty Christoffelovych symboli, které vystupuji v posledni rovnici.

Fooo = 0,
Lou = 27
Foro = §goo,k7507
Proto
d*t . l
a2 dx dx
= —9Topo — = —2Tg0 ——
Yoo dt)2 0k0 i 00 dr
dA
a tedy
d*t
oz 2 da!
(dt)2 - Joo oio dt -’
dA
Tento vztah dosadime do rovnice (2.45). Potom
d2zk dak da! il g1 dz da!
g ——=—+ Dy —— — — o ds==— — 2Tg0 22— — = 0.
Gik g Lk g gy T a0 48 shen
Vime, ze
1
Ujm = §(gjk,l‘|‘gjl,k_gkl,j)7
1
Ljoo = —5900,]‘7
1
Lo = 5900,17

Po dosazeni téchto vztaht do rovnice (2.46) lze psat

gik d*z* d_x’“d_ﬂf’(i,+gm ik )_0
doo di2 dt di \g Jkl 2googoo,] 42 Goo,l )

00
a tuto rovnici budeme dale upravovat

9oo,; goo,!

goo dt? 2 dt dt

gir d*a%  1daF da! [gjk,l Yk Gkl
Yoo Yoo Yoo Yoo 900

+ gkl — Qngk] =

(2.46)
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g d*a* N ld_ﬂckd_wl[gjk,l Jiik  9ikgool  Yilk
goo dt? 2 dt dt | goo goo 930 goo
(2.47)
gjkg900,0  9ki; |, 9kig00,5 |
g i)
900 goo 900
0 Y _ Gjk
zna¢me 7 = ———. Potom
Joo
(gjk,l gjkgoo,l)
Yikg = — | = — =1,
goo 900
_ (gjl,k gﬂgoo,k)
Yitk = — | = —=——=%—1,
goo 900
_ (gkl,j gklgoo,j)
g = o\ T )
goo 900

Vidime, Ze v hranatych zavorkach na pravé strané rovnice (2.46) se vyskytuji pravé
tyto ¢leny. Proto mizeme psat

Vik T T gy qr VR T bk T kL) = _

Tuto rovnici muzeme dale upravit na tvar

d2wk+1 ik dwkdxl( g )=0
a2 27 Tap g VR kT TR =

et
dt? KEar dt

coz je geodetickd rovnice s afinnim parametrem ¢ na trojrozmérné varieté, kterd je

=0,

popsana metrikou ;5. Z rovnice (2.44) vyplyva, Ze FeSeni rovnice (2.48) nabyva extrémni
hodnoty ddt a Fermativ princip zlistava v platnosti.

aaa

Uloha 13.

Necht soufadnice z' je cyklickd soufadnice, tj. metrické koeficienty g,s jsou nezavislé
na x'. JestliZze p je hybnost neurychlované ¢4stice, dokaite, Ze slozka p; je konstantni podél
svétocdry castice.

Reseni: N

dx
Necht A je takovy afinni parametr, pro ktery plati p® = T Potom pro pohyb ¢astice
po geodetické ¢afe muzeme psat
(VP P) c € = Pl poz =0.

Pritom kovariantni derivaci lze vyjadfit vztahem

dp1
Plia = Pla — Clroz P = d$—a - Clroz Po
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a tedy
o Adp1 s _ dz¥dp

dzo " lla — de—a_r(cra)lp P =

dpl a, o
= H - F(croz)l pp. (249)

V piikladu 7 jsme dokazali tuto rovnost
Japy = Lapy + Ugay = 20 (ap)y-

Odtud plyne, ze

1
Tloant = = oot =0
(ca)l 29 ,1
a tento vztah dosadime do rovnice (2.49)
dpir 1, , _ 0
dA - 2p p gCTOZ,l - .

Tedy slozka py je konstantni podél celé svétocary Castice.

aaa

Uloha 14.

V bodé 8 = 6y, ¢ = 0 na povrchu dvojrozmérné koule
ds® = d6? +sin’ 6 d(b2

vektor A splyva s vektorem ey. Jaké bude mit slozky po presunuti paralelnim prenosem
podél kruznice 8 = 69?7 Jaka bude jeho velikost?
Reseni:

Necht je A paralelné presunovan podél soufadnicové osy ¢ (pfitom 6 zistava kon-
stantni). Pro velikost zmény vektoru pfi tomto pfenosu lze psit

A%y = A%, + T, A7 =0. (2.50)

Nejprve musime vypocitat Christoffelovy symboly I'z,.

1 1 1
¢ _ _ 0 —
Uoy = 59(‘5“ (s, + o — Gop,) = —§9¢¢9¢¢,¢ - 59(’5 9pp,0 = 0,
¢ Ly Ly
Too = 597 (9uo.6 + Gou0 = 906.) = 59" g = cotg.
Analogicky vypocteme také
g
Fe(b — 07
Fzﬁb = —sinf cosé.
Tedy rovnice (2.50) se rozpadd na dvé rovnice
Aib —sinf cosfA? = 0, (2.51)

A% + cotgh AT = 0. (2.52)
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Rovnici (2.51) zderivujeme podle ¢ a za A(b(b dosadime z rovnice (2.52).

Aib(b = (sin 6 cosf A?) 4, = sin 6 cosf Afb = —cos? 9 A,
Reseni této diferencidlni rovnice budeme hledat ve tvaru
A’ = & cos(¢ cosB) + 3 sin(¢ cosh), (2.53)
kde «a, 3 jsou konstanty. Rovnici (2.53) nyni dosadime do rovnice (2.51)
[ov cos(¢ cos @) + 3 sin(¢ cosb)] , = sin 6 cosd A?

a tedy
—a sin(¢ cosf) 4 3 cos(¢ cosb)

sin 6

A? =

7 pocatecni podminky, Ze v bodé 8 = 0 je vektor A totozny s vektorem ey, vypocteme
hodnoty obou konstant. Na po¢atku (pfed zahdjenim paralelniho prenosu) plati:

AP =1 = «cos(0.cos8)+ 3 sin(0.cosb) = a = a=1,

AP—0 — —asin(O.cosO)—l—ﬁcos(O.cosH): B ~ s=0.

sin 6 sin 6

Proto
A% = cos(¢ cosb),

—sin(¢ cos 6)
sin 6 '

AP =

Po provedeni paralelniho pfesunu vektoru A podél kruznice # = 6y mizeme v bodé
¢ = 27 psat

A% = cos(27 cosb),

4 = —sin (27 cos )

sin 0 7

tudiz in(27) 0
—sin(27) cos

A= 2 0))eg — | —————

[cos(27 cosf)]es [ ey ]

Velikost vektoru A v bodé ¢ = 27 vypocteme pomoci skalarniho soucinu

. 2

(A- Az, = cos?(2m cosf) (e - eg) + [M] (ey-ep) =
~ coc2

_ 1—cos 0:1:(A-A)0.

sin 6

sin 6

Vidime, Ze se pii paralelnim pfesunu méni smér vektoru A, ale neméni se jeho velikost.

aaa

Uloha 15.

Dokazte, ze se pti Fermi-Walkerové paralelnim pfesunu dvou vektora x, y neméni hod-
nota skalarniho soucinu x- y.
Reseni:
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Necht x, y jsou libovolné vektory. Potom rovnice popisujici Fermi-Walkeruv paralelni
presun podél kiivky C jsou

Vux = (u®@a— a®u)-x,
Vuy = (u@a—a®u)-y,

kde u je tecny vektor kiivky C a a= Vyu.
Zménu skalarniho soucinu vypocéitame pomoci pravidel pro vypocet skalarniho soucinu
a pro derivaci soucinu.

Vulx®y) (Vux) -y+x- (Vyy) =

= [(e@a—-a@u) -x]-y+x[(u@a—- au)-y].

Tuto rovnici si rozepiseme do slozek.

Valxy) = (uaf — a®uf)agyn + wo(u”a® — au?)ys =
x
B

= uaaﬁxgya—aauﬁxgya—l—xauaaﬁyﬁ—xa u’ys .

1. 2. 3. 4.

Zaménime-li sumaéni indexy a ¢ § mezi prvnim a ¢tvrtym (resp. mezi druhym a
tfetim) ¢lenem, vidime, Ze tyto ¢leny jsou shodné, proto jejich rozdil je roven nule.

Vu(lx-y) =0.

To znamena, ze skalarni soucin libovolnych dvou vektort, které jsou soucasné premis-
tovany Fermi-Walkerovym paralelnim pfesunem, se neméni.

aoad

Uloha 16.

Ukazte, ze Fermi-Walkertv presun podél geodetické cary je stejny jako paralelni presun
podél téze kiivky.
Reseni:

Diferencidlni rovnice pro Fermi-Walkeriv paralelni pfesun libovolného vektoru je

Vux=(u®@a— a® u) - x (2.54)

D
kde u je tecny vektor ke kiivce a a= Vyu = d—u
T

Proto rovnici (2.54) mizeme pfepsat
Vux=[u® (Vyu) — (Vyu) @ u] - x.

Jestlize je kiivka, podél niZ tento paralelni pfesun probihd, geodetickou kiivkou, musi
nutné spliiovat rovnici geodetické ¢ary

Vuu =0.

Potom
Vux=[u®Ro0o— oQul-x=0-x=0.

Ovsem posledni rovnice je rovnici paralelniho pfesunu, tedy podél geodetickych kiivek
jsou Fermi-Walkeruv a paralelni pfesuny identické.
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aaa

Uloha 17.

Napiste nasledujici vyrazy bez pouziti indext.

a) U,.sUPU?,

b) Vo,U7 — U,VP,

) TapVWPUY,

d) WbV U,

e) W UTUP + W, U7 U7 — U™, W U7,
Reseni:

a) Pro kovariantni derivaci plati tyto dva vztahy

e | DV N
1)V;ﬁ =—7 = VsV,
ii)(VV) - u= VyV. Potom

UnigUPU™ = U%,UPU, = (VyU) - U.
b) Analogickym zpusobem vyjadiime i tento vyraz.
VU? —U%VP =V V-Vl =[U; .

Vyraz v hranatych zavorkach se nazyva komutator vektort U, V.

¢) Obdobné
Topyy VWP = ve (TaﬁwUW) wh=v. (VUT) -W.

d)
WbV U = W V2 U7 = VW

e) Vsimnéte si, Ze po vytknuti UP 7 prvnich dvou &lenti tohoto vyrazu zistane v zavorce
kovariantni derivace soucinu.

W, U008+ WU UP — U7 WU =
= (W, U+ WU )U°P = U7 WH U7 =
- (Waﬁ UW);ﬁUﬁ — U%W%UW =
= VU(VUVW - V(VUVW W= [U;VUM,

aaa



Kapitola 3

Schwarzschildova geometrie

3.1 Uvod

Jiz v roce 1915, tedy rok po zvefejnéni obecné teorie relativity, publikoval némecky fyzik
Karl Schwarzschild prvni exaktni feseni Einsteinovych rovnic pole

1
Rozﬁ - §gaﬁR + Agaﬁ = 877Tozﬁ,

kde R.g je Ricciho tenzor, R = RY skaldrni kiivost, A kosmologickd konstanta' a T,z
tenzor energie hybnosti.
Toto Feseni, které miazeme v kiivocarych soufadnicich ¢, r, 8, ¢ zapsat ve tvaru

2M 1
TR P
r 2M
,

kde r je radialni vzdalenost, M hmotnost zdroje gravitacniho pole, je sféricky symetrické
a statické TeSeni, které popisuje oblast ve vakuu® v niz plati » > 2M. Kritickd hodnota

2

dr® + r? (d§? + sin® 0 do?), (3.1)

r = 2M, ve které je zdanliva singularita (kterou ovsem lze odstranit pfechodem k jiné sou-
stavé soufadnic), se nazyva Schwarzschildiv polomér. Tato zdanliva singularita spociva
v tom, ze pozorovatel v nekonec¢nu nikdy neuvidi, Ze volné padajici pozorovatel dosahne
vzdalenosti r = 2M, ackoliv tento volné padajici pozorovatel této vzdédlenosti dosahl v ko-
neéném vlastnim ¢ase (a dokonce v koneéném vlastnim ¢ase dosahne vlastni singularity).
Tedy pozorovatel v nekonecnu nedostane zadné zpravy od pozorovatele, ktery jiz prekrocil
Schwarzschildiv polomér.

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladnimi vlastnostmi prostorocasu, ktery je po-
psan Schwarzschildovou metrikou (3.1) (strucné jej budeme oznacovat Schwarzschildova
geometrie). Odvodime rovnici geodetické cary, ovéfime platnost t¥i ,klasickych® testi
obecné teorie relativity. Sestrojime tzv. ,embedding diagram®, ktery znazornuje odlisnost

'Ve Schwarzschildové fegeni je kosmologicka konstanta rovna nule.
*Rovnici (3.1) mizeme zkracené zapsat takto:

2M
ds? = — (1 - —) de® + L a2 + 2 d0?,
r

kde dQ® = (d6” + sin® 6 d°).

®Tj. oblast, kde tenzor energie hybnosti Thg je roven nule, tzn. oblast bez zdroji gravitaéniho pole.

44
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prostorové ¢asti Schwarzschildovy geometrie od trojrozmérného euklidovského prostoru.
Nakonec se seznamime s dal§imi moznymi soustavami soufadnic (Lemaitrovy, Eddington-
Finkelsteinovy, Kruskalovy), v nichz je nékdy vyhodné relativistické tlohy Tesit.
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3.2 Ulohy

Uloha 1.

Vypoctéte koeficienty afinni konexe

d32:—<1—%) dt* +

r

4 G~ pro Schwarzschildovu metriku

1
2M
”
Metricky tenzor popisujici Schwarzschildovu metriku je diagonalni a ma tvar

2M
—(1——) 0 0 0

dr?® + r? (d02 +sin?6 d¢2).

Reseni:

,
2MN\ !
Gop = 0 (1 — —) 0 0
r
0 0 r2 0
0 0 0 r2sin?é

Kontravariantni slozky metrického tenzoru vypocteme podle vztahu

9ap 9°° = I,

kde E je jednotkova matice. Potom

oM\

(1= 0 0 0
T

of _ 2M

g = 0 1-=3 0 0

0 0 r2 0
0 0 0 (r?sin?g)7!

Vidime, Ze slozky metrického tenzoru nezavisi na ¢ a na ¢, tedy vsechny derivace slozek
metrického tenzoru podle t a podle ¢ budou rovny nule. Derivace podle € je rizna od nuly
pouze v piipadé slozky g4. Nenulové Christoffelovy symboly potom jsou:

“Koeficienty afinni konexe miizeme definovat na libovolné varieté, na rozdil od Christoffelovych symbold,
které lze definovat pouze v Riemannové prostoru se zavedenou libovolnou metrikou.
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1 1 1 —2M M
re, = It =—gtgy, =—= ( ) =
rt ir =¥ gr =Ty EARNE: r(r — 2M)’
-
) 1, 1 oM 1 oM M
FM» = 59 Yrryr - |1-— - <2 . = ’
2 2 r IM r r(r —2m)
1 -
"
1 1 oM\ [ 2M M(r — 2M)
rr P .= = ety :
t I, 2( r)( r) r3
1 1 2
= g =y (15 =~ -2,
1 1 2M
F;(b = ~3 9" Gepr = ~3 (1 — T) (—2rsin2 0)=—(r—2M) sin? 4,
1 12r 1
F€ — F€ _ a6 === ==
rd or 29 96’6’7 2 7‘2 7‘7
1 11
Fzﬁb = 3 9% gope = 3 r—z(—Qr sinf cosf) = —sin 8 cos ¥,
1 1 1 1
¢ _ ¢ _ = b0 I inZe) = -
Ir, = Iy, = 59" 9o = 5 5o (2r sin“6) = o
F(bé, = F? = lg¢¢g¢¢ g = L ————(2r* sin 6 cos ) = cotgh.
¢ 2 ’ 2 r2sin% 9

Vsechny zbyvajici Christoffelovy symboly jsou nulové.

aaa

Uloha 2.

Dokazte, ze druha mocnina celkového momentu hybnosti

je konstantou pohybu podél libovolné Schwarzschildovy geodetické cary.
Reseni: -
Necht se ¢astice pohybuje v ekvatoridlni roviné. Potom 6 = 3 a pg = 0. Proto

2 _ 2
a z rovnice geodetické ¢ary dokazeme, Ze tento vyraz je konstantni.

dz_(b or? dr@_

i
d7'2+ "¢ dr dr '
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d*¢

dr2  2dr

do ~ rdr

dr
Odtud plyne, ze

di [ln (%) +In rz] =0,

a tedy

po_K

dr  r?’

kde K je konstanta. Pak plati

Pp = MUy = M Gp4 u? = mK = konstanta.

Nyni vyuzijeme sférickou symetrii Schwarzschildova feseni. Pohyb vzdy probihd v ekva-
torialni roviné nékterého otacejiciho se systému soufadnic. Pfedpokladejme, v daném oka-
mziku je ¢astice ve vzdalenosti r a ma zde moment hybnosti

Ly=rps+rps

Potom .
LP =Ly L* =g v pi 4 g0 ply = ' (pZ + -y 91’35) :

Protoze ale muzeme soustavu soufadnic otoc¢it tak, aby pohyb probihal v ekvatorialni
rovingé, musi byt vyraz na pravé strané rovnice (3.2) roven konstanté.

aaa

Uloha 3.

Céstice padd v radialnim sméru ve Schwarzschildové poli. Zjistéte velikost dostfedivé

. . P . ar , . . . « ;. .
soutadnicové rychlosti — ve vzdalenosti r od stfedu centralniho télesa v zdvislosti na ener-

gii ¢astice. Jak velkd je lokdlné méfend rychlost vzhledem ke staciondrnimu pozorovateli
v téze vzdalenosti?
Reseni:

V ¢asové rovnici geodetické cary

d?t e drdt o
ds? "dsds
M
poloZime s = 7 a dosadime I'L, = m Potom
d*t 2M drdt

& T — 2 drdr
Tuto rovnici budeme fesit analogicky jako rovnici (2.22) v pfikladu 3.

d>t
gl oM dr

(dt)2 —I_r(r—QM)E_O’

dr
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coZ muzeme upravit na tvar

i | (ﬁ)—l-l 1 % =0
dr 1 dr 1 r -
2M
In [ﬁ (1_ _)] _
dr r

Odtud

kde K je konstanta. Pak

dt 2M - .
= (1 _ —) e —uogoo = —ug=F.
dr r
Prvnim integralem pohybu je tedy vyraz
uy = — L. (3.3)
Druhym integralem pohybu je ,kvadrat ¢tyfrychlosti“
u-u—= —1‘ (3.4)
-1 = u? +upu” = Joo (u0)2 + 9rr (ur)Q —
2M 1
- (1= 032 2
( , ) (u)? + ( QM)( )
,
| 2M ? (dr)2
) @ | )

2
7 posledniho vztahu vyjadiime (%) .

R F

Stacionarni pozorovatel ve vzdalenosti r naméri ¢asové intervaly a radidlni vzdalenosti

. IM 1
di = (1——) dt dFf = —— dr,
r -%)

takZze méri rychlost

B dr 1 dr 2M 1
=" T (-2
dt (1 QM) dt r Uug

r

Vsimnéte si, ze pro r — 2M je © ~ 1, coz v geometrodynamické soustavé jednotek
znamena rychlost svétla.
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aaa

Uloha 4.
Odvodte pohybové rovnice (tj. vztahy mezi ¢, r, 7) pro ¢astici, ktera pada radidlnim
smérem ve Schwarzschildové poli. Uvazujte tii pripady:

a) ¢astice vypusténa ze vzdalenosti r = R s nulovou poéateéni rychlosti,
b) €astice vypusténa z nekonefna s nulovou pocateéni rychlosti,
c) Castice vystfelena z nekonefna s pocate¢ni rychlosti ve,.

Reseni:
7 prvnich integrald pohybu (viz priklad 3)

ug = —F v-u=-—1

plyne

uf“:i,/E2—1+ﬂ. (3.7)
T

V rovnici (3.7) budeme uvazovat pouze znaménko minus, protoze ve vSech pfipadech

g Y y . dr
se jedna o c¢astici, ktera pada do stiedu, tj. ar < 0.
T

a) V pfipadé ¢astice, kterd volné padd ze vzdalenosti r = R, plati

v,
dTr:R_ ‘

2M - -
Odtud plyne, 7e =— = —E? 41, tzn. £* < 1. Rovnici (3.7) potom miZeme piepsat
r

ve tvaru
dr = _—dr .
2M  2M
Vv R
Tedy

B dr 1 rdr
T__/ WQ;VW/ —1_%_1). (3.8)
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K vyTegeni tohoto integralu pouzijeme substituci

2 (3.9)
cosp=—— 1. .
=R
Potom plati
ro o= g(cosn—l—l)7
R
dr = ) sin 7 dn),

( 2r 1)
= arccos | — — .
" R

Tyto vztahy dosadime do rovnice (3.8) a obdrzime

| p3 ,/1+cos7731n77d77 3
o= R / R—/(l—l—cosn)d =
cosn SM

R3

= 8—Mm+sm77]-

Dale vyjadiime sinn
— 2 = —
sinnp =4/1 — cos 1 1 7o R2

R3

SM

Potom

r 7‘2

R
arccos R R R2

Jestlize zavedeme tzv. cykloidni parametr n, mizeme pfepsat rovnici (3.10) ve tvaru

(3.10)

R? ,
T = 8—M(77—|—sm77). (3.11)

7Z rovnice (3.6) vyplyva

(3.12)
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pak
77 = 2arctanz,
2dz
dn = ——
n 1+ 22
1= 2
cosn = T3 pel
Po dosazeni do rovnice (3.12) a po apravé lze psat
e g iz
- M\ 8M r 2M '
(14222 ——-1) — 22
r
Posledni integral rozloZime na parcialni zlomky a po jejich upraveni plati
2M dz 2R3 2M dz
t = 2, |2MR[1-— 1——
( r) 1—|—22+\IM( r) 1—22+
2M d
+ 2, 2MR(1- "= / : =
r (i _ 1) _ 2
2M
2M 2R3 2M\ /1
= 2,|12MR|1—- — | arctanz +, —— |1 - — (— arctan z +
r M r 2
2M
QMR(l——) £_1+Z
1z ) " 2M
+ = + In|+22——— |
21 -I— 2'2 R R
1} =1 ——1 -z
() Waw
Vyuzijeme-li vztahu
1 . z
2 T T
pak po upravé ziskame vysledny vztah
U e
_— g —_
2M 2 R R .
t=2M1 2MA\— — 1 — . q
n— , + Wi [77+4M(77+Sln77) (3.13)
1 ted
2M &9

R
V pripadé, Ze se tgg blizi \/ — — 1, tj. r — 2M, potom se ¢as t blizi k oo, tzn.,

2M

7e kdyz se ¢astice blizi ke Schwarzschildovu poloméru, jeji vlastni Cas roste nade

véechny meze.
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b) Jestlize se ¢astice pohybuje z nekone¢na s nulovou pocateéni rychlosti, plati E=1
a rovnici (3.7) lze psét ve tvaru

_dr_ [
e T r

dr r

ar — Vowm

:
di _didr _ odr VM

dr — dr dr dr (1 QM)'

Odtud plyne,ze

Pritom vime, Ze

”
Tedy
"4
. / IM " B 1 /r\/Fdr_
- | oM\  V2MJr—-2M
oy
1 2M Jrdr
= ——— [\rdr— =
\/QM/f VoM Jr—=2M
-
d
_ 2 \/—3_/ om "
3V2M r
2M
I

7
Integral I, vyfesime pomoci substituce z = /——. Pak dz = , tedy

dr
2M VAMr
z+1
z—1

r
" Vam !
= 4AM /| — — 2M In |+—=————| + konstanta.
2M r
— =1
2M
Tedy pro souradnicovy cas t plati

r
— 41
2 |/ r? | r \ +
t:—g ;—M—4M W—I_QM In ﬁ 4+ konstanta.
— =1
2M

24
I, = 4M/Z2 S AMz—2M In
24— 1

‘ 4+ konstanta =
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¢) Budeme postupovat analogicky jako v ¢asti a). Zakon zachovani energie mizeme
vyjadFit pomoci rovnice

CALIY S N G DR
R m? \1—v2, 1—v2
(

kde m je hmotnost ¢astice. Rovnice

3.7) bude mit tvar

o dr
oM 2M
T TR

1 \/_dr | R [
/ 2r
——|—1 \/——I—l—l—l

Nyni pouzijeme substituci coshn = E + 1. Pak plati

dr = —

z néhoz vyplyva

dr = gsinhndn7

2r

7= Veoshn — 1.

| R i/ coshn—1sinhp dn
/ /Coshn ) dn,
COSh N —|— 1

T:—H% [sinh n — n]. (3.14)

Stejné jako v ¢asti a) vyjadiime sin  pomoci cosh 7.

[ .2
sinhn =4/cosh?n —1=2 %4_%7

a tento vztah dosadime do rovnice (3.14).

s (5
T = Wi =ty arg cos i .

Analogickym zptlisobem vypocteme vlastni Cas t. Jiz vime, Ze

Potom

a odtud
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(coshnp —1). (3.15)

T =

v |

Z rovnice (3.6) plyne

t_/dt /( Edr ) /( E;M)Zdn. (3.16)
1=

r

r

Do této rovnice dosadime vztahy pro r, 7 z rovnic (3.14), (3.15) a vztah

~ 2M
E=y1l4+—
+ R
_¢1 2M ¢R3 (coshn—1)dn
VPR Ve / o
R(coshn —1)
Tento integral vypocteme pomoci substituce z = cotgh g Odtud vyplyva, ze
n = 2argcotghz |
2
1
coshz = 22 + .
z4—1

Po dosazeni a po Gpravé mizeme psat

R R? 2M dr
t = T aar s 1 —I_ = / 9
2M \| 8M R L R L2
== o 17
a po rozkladu na parcialni zlomky

1 /2R 2M dz
L= Z\W\/”?(“M‘m/z_ﬁ
2R 2M
= e
2—1
1 /2R 2M dz
SRRy kY Ry Y,V
4V M + R( R>/z—|—1+
/2R/ 2M
T /z—l—l
; QJQMR( )/R .
+1-=z
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coZ je po integraci

QMR(I—I-—) 1/ —|—1—|—z
t J—
A 1

L AM — R ﬁ 1+_M | z—l‘
1 M R ) rT
R 2R 2M( 1 1 )
CaVaw TR Gyt I
Nyni upravime jednotlivé vyrazy:
( 1 L+ 1 ) B 2z ik
z4+1 z-1 T oz
N .7
1 cosh — — sinh —
ln z ‘ = ln 2 2 =—n.
z+1

COShg + sinhg

Po dosazeni a po apravé pak obdrzime rovnici

[ R

—+1—|—cotgh—
¢ = oM In|L2M

B coten ™

on LT cotehg

2M f 1[ 1t inh
- oM T 77+m(5m n =)

Stacionarni pozorovatel v nekonec¢nu, ktery méii soufadnicovy ¢as od urcitého oka-
mziku, v dasledku nenulové pocatecni rychlosti castice tuto ¢dstici pozoruje jesté
pred pocatkem meéreni. To znamena, Ze pfi zméné vzddlenosti r od +oo do 2M se
soutadnicovy ¢as méni od —oo do 4o0.

aaa

Uloha 5.

Odvodte diferencialni rovnici prvniho fadu pro geodetické ¢ary ve
Schwarzschildové geometrii (pro jednoduchost uvazujte pohyb v ekvatoridlni roviné).
Reseni:

V piikladu 3 jsme odvodili prvni integraly pohybu

wy = —FE = konstanta,
u-u = -—1.

(3.17)
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Dalsi konstantou je )
ug = L = konstanta, (3.18)

kterou vypocteme z rovnice geodetické cary

d*¢  2drdo df do¢
— 4+ —— L 4+ 2cotgh ——— =
dr? +rd7’d7'+ cote dr dr

analogickym zplisobem jako v piikladu 3. Po apravé predchozi rovnice ziskame

In (ﬁ r? sin? 0) = K = konstanta,
dr

a odtud I
r? sin? 9 u? = Uy = — = L,
m

. .
FE = —, resp. L = —, je energie, resp. moment hybnosti, vztazena na jednotkovou
m

klidovou hmotnost.

Zvolme ekvatoridlni rovinu 6 = g, ve které je slozka u’ &tyfrychlosti ¢dstice rovna
nule. J
r
Rovnici u - 4 = —1 rozepiseme do slozek a vyjadiime z ni v = e
-
wou® +  w.u” + u(bu(b =1
( 7’)2 (dr)z _1_900 (UO)2_9¢¢ (u¢)2
U = |—) == .
dr Irr

Za ug a uy dosadime z rovnic (3.17) a (3.18), kontravariantni slozky metrického tenzoru
jsme vypocitali v pfikladu 1. Potom

(dr)z_ - E? L? LM
dr) (1 QM) r? r

a po odmocnéni

(dr)_i . L2 L? M
dr) _+(1 QM)_r2 o )

de

Déle vime, 7e u® = — = Uy = —. Proto
’ dr goo Ug r2

drd¢ L dr £2 L? ( QM)

ey _ 2R B T
dodr r2do + + (1 QM) r2
r

a hledana diferencidlni rovnice je
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dr

P +

(3.19)

b~
4
TN
o |
=
SN——
|
ﬁw| bli)z
N
dE
SN——

Uloha 6.

Dokazte, ze se svételné paprsky ve Schwarzschildové poli pohybuji po kiivkach, které
spliiuji rovnici
d*u 9
W —|— u = 3u s

M

kde v = —, r je Schwarzschildova radialni soufadnice. Vypoctéte minimalni hodnotu r
r

podél trajektorie s vyuzitim parametru b °. O jaky tihel se odchyli foton, ktery se pohybuje

kolem velmi hmotného sférického télesa v takové vzdalenosti, Ze > < 17 Napiste rovnici

M

pro thel ohybu v zavislosti na 7
Reseni: -

Necht se foton pohybuje v ekvatoridlni roviné 8 = 5 Potom u? = 0 a tedy i p? = 0.

Necht A je afinni parametr, pro ktery plati

P dr
=
do  py
¢ = _— = —,
P AN 2

Potom

drdrd\ p"

Ao drdé — p?

7 invariantu p- p = —m? = 0 (jedna se o fotony) vyplyva

Grr ()2 + 9%7 (ps)* 4 6% (po)* = 0,

coz lze upravit na tvar

1 p 2+ 1 1 o 2_0
. 2M\ \ ps 2 | oM\ \ps)
T T
2
Oznacéme v = Po , pak
Po
1 1 (pr)Q 1 v
—_ (£ — =0,
M\ rt \ p? r? oM
1—- 1—-
r r

*Parametr b je nejmensi vzdalenost trajektorie fotonu od stiedu centralniho télesa
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pr 2
a z této rovnice vyjadiime <_¢)
P

N 2 2M
() - o (4)-
P r

(3.20)

Zadefinujme nyni novou proménnou u = —. Potom r = —
U U

a dr = —— du. Dale muZeme psat
U

drdr du _ Mdu__%u,

do ~ dudd  wrdp u?

du
kde u' = —. viechny tyto vztahy dosadime do rovnice (3.20), kterou nasledné upravime

na tvar
(u)? = M? vy — u? + 2u°. (3.21)

Rovnici (3.21) zderivujeme podle ¢ a obdrzime diferencialni rovnici druhého fadu
ou' v = —2uu + 6u’ u’,

u” +u = 3u?. (3.22)

V limitnim pfipadé > < 1 mizeme TeSeni nultého fadu této rovnice povazovat za

piimkové Feseni ©

rsing =1b nebo o = = sin ¢.

A

b
! cb\

Obr. 1: K dloze 6

NapiSeme Teseni rovnice (3.22) ve tvaru fady

50Qdtud je patrné, ze b je nejmensi vzdalenost.
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U= ug+u+---,

kde uy < 1, a dosadime je zpét do rovnice (3.22).

ug_|_u’1’_|_..._|_uO_|_ul_|_...:3(u0_|_ul_|_...)27
M . M .
- smqﬁ—l—u’l’—l—---—l—?sm¢—|—u1—|—---:3(u0—|—u1—|—---)2.
V posledni rovnici zanedbame na levé strané vSechny ¢leny usg, ..., u4, ... a na pravé

strané také viechny ¢leny s vyjimkou u, proto miizeme psét

MN? MN?
uf + uyp = 3uf =3 (7) sin? ¢ = ; (7) (1 —cos2¢). (3.23)

Tato diferencidlni rovnice méa dvé partikularni feseni, oznac¢me je uy,, ug,, pro ktera

-3 ()
Y = 5\ )

ugp = A cos2¢ + Bsin2¢.

plati

Nyni vypocteme uy, , uy, a dosadime je do rovnice (3.23)

M)? M)?
—4A cos2¢ — 4B sin2¢ + A cos2¢+ B sin2q§:; (7) —; (7) cos 2¢.

Porovnanim koeficienti u cos2¢ a sin 2¢ uré¢ime konstanty A, B.

1 /M\?
A = —(—
;(5)

B = 0.

Resen{ diferencialni rovnice (3.22) je

M . 3 /M\* 1 /M\?
= sin ¢ + 2 (7) + 3 (7) (34 cos2¢) =

2

= % sin ¢ + % (%) (34 cos2¢).

Nyni mizeme vypocitat celkovy thel ohybu. Uréime dva thly, pro néz plati
M
r = oo (tj.u=—=0)
r
1 /M
sing = ~3 (7) (3 + cos2¢).

Vime, 7e cos2¢ = 1 — 2sin? ¢ a v piipadé, Ze tihel ohybu je maly (tj. ¢ < 1), potom
mizeme piibliZné psat sin ¢ ~ ¢ a sin? < 1. Proto
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) 2M M .,
sing = —T—I—?sm o,
2M
6 ~ -
Druhy uhel je
2M
bt T

4M
Celkovy thel, o ktery se foton odchyli, je A¢p = —.

b
aaa

Uloha 7.
Vypoctéte, o jaky thel se posune perihelium planety pii jednom jejim obéhu kolem
Slunce.
Reseni:
Vyjdeme z obecné rovnice geodetické ¢ary
d*aH L dxa@ _
ds? B ds ds
Tato rovnice se obecné rozpada na ¢tyfi rovnice

F v
ds? r(2M —r) dsds
d*r M dr\? do\
— —_ | — —r 4 2M) sin?0 [ —— ] —
ds? + r(2M —r) (ds) (o ) sin (dS)
(M — r)M (dt)2 0
r3 ds)
d*0 2 dr df dp\?
— ——— —sinf 0|— ) =0
ds? + rdsds SHL oS ( s) ’
d*¢ 2dr do dé do
— ——— +2cotgh —— =
ds? + rdsds +acolg ds ds
de
Predpokladejme, Zze na pocatku planeta obihd v roviné 8 = g Potom cosf =0 a 1=
s

0, proto se i dalsi pohyb planety odehravd v této roviné. Pro zjednoduseni si zavedeme
jesté tyto pomocné vztahy.

M X
r2M —r) 2
(2M —r)sin?8 = —re " sin?,
(2M —r)M |
e e

S vyuzitim téchto vztaht lze rovnice geodetickych car prepsat ve tvaru
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d*t N ,drdt

ds? Ylisds (3.24)
d*r L, [dr\? Ly fdeN? 1, [dt?

d*6

5 = 0 (3.26)
d*¢ 2dr do

& T ordsas =V (3.27)

Rovnici (3.27) jsme jiz vypocetli v pfikladu 3 a rovnici (3.24) v pfikladu 3, proto zde
pouzijeme pouze jejich Feseni.

r % = h = konstanta. (3.28)
d
Predpokladejme, Ze v/ = 1;(7‘)7 potom
r
dt a
o) o B 9
T = ae > (3.29)

kde v = e”("), Misto rovnice (3.25) pouzijeme rovnici Schwarzschildovy metriky

dr

1 2
ds? = —ydt* + - <_) dr? + r2 d6? + r* sin? 0 do?,
v \ds
2M
kde v =1 — —. Odtud plyne
r

== () +1 () (2)
7 s v \ds "\us)

a tuto rovnici muZeme s vyuzitim vztaht (3.28) a (3.29) upravit na tvar

(dr)2 a? hz'y
=) =+ -
ds ~y

2M
ktery lze po dosazeni vztahu v =1 — —— ddle upravit na
r

dr\? L XMk MR 3 30
@) Tttt Et e (3:30)
1 d d dr d
Zavedme novou proménnou u = —. Pak G2 Y phtom viak vime,
r du do  dudo
L odr R dr . R ) o .
e - =3 % a rovnici (3.30) Ize tedy po Gpravé piepsat v nasledujici podobé
du\* a?>+1 2Mu 9 3
Tuto rovnici zderivujeme podle ¢ a obdrzime
d? M
S0 u= o 3Mud (3.31)

do? h
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Vsimnéte si, klasickd newtonovska rovnice popisujici pohyb téze planety neobsahuje
na pravé strané élen 3Mu?.

Regeni rovnice (3.31) budeme hledat ve tvaru u = A + Bcos(A¢). Do rovnice (3.31)
dosadime vztahy

= —yBsin(),
d*u 9
yreii —v% B cos(Ag).

Potom

M
A+ (1—=2%)B cos(A\p) = W + 3MA? + 6 M AB cos(\p) + 3M B? cos?(Ap) + -+ - .

Nejprve porovname konstantni ¢leny a koeficienty u cos(A¢). VySsi mocniny cos(A¢g)

zanedbame.

M

(1-A%) = 6MA. (3.32)
Necht A\=1-w, w< 1. Potom
- =1-(1-w?=2w—-w~2w=2(1-A).
Konstantu A uréime z trajektorie planety, tj. z elipsy. Predpokladejme, ze A¢ = 0.
Potom .

1
Y Pmin (1 —¢) 5

kde a je hlavni poloosa elipsy a € jeji excentricita. V pfipadé, Zze A¢ = 7, pak

1 1

= = A - B.
rmax  a(l+¢)

U =

Po secteni obou rovnic obdrzime

A_;( Lol )_ 2
S a\l+e 1-¢/) a(l-¢g?)

a tedy
1

A= a(l —e?)’

Z rovnice (3.32) plyne

3M
a(l—e2)

Nyni uz muzeme vypocitat, o jak velky thel se posune perihelium planety pfi jednom

w=1-A=3MA=

obéhu kolem Slunce.

6 M
a(l—e2)
Posun perihelia nejblizsich planet Slune¢ni soustavy popisuje nasledujici tabulka (d¢
vyjadfuje odchylku perihelia v Ghlovych vtefinich za sto let).

0 = 27w =
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r erKur
Planeta | —oerk Yo
r
Merkur 1 42

Venuse 0,536 8,8
Zemé 0,386 3,9
Mars 0,245 | 1,25

-

Obr. 2: Vyrazny posun perihélia (numerické feseni k tloze 7)

aoad

Uloha 8.

Vesmirna lod Enterprise, kterd se pohybuje po kruhové orbité o poloméru r kolem
hvézdy o hmotnosti M, je vyzbrojena laserovym délem s klidovou frekvenci vg. Vypoctéte
frekvenci laseru, kterou bude pozorovat staciondrni pozorovatel v nekonecnu.

Reseni:

Tuto ulohu budeme fesit ve dvou ¢astech. Nejprve vypocteme frekvenci laseru, kterou
zméfi staticky pozorovatel ve vzdalenosti r (ozna¢me jej sr), a poté vypocteme rudy posuv
mezi timto pozorovatelem a statickym pozorovatelem v nekonecnu, kterého oznacime sn.

Necht v je vlastni relativni rychlost mezi raketou a statickym pozorovatelem ve vzda-
lenosti r.

Z Dopplerova jevu vyplyva (viz obr. 3b), ze

po = v(po+BpL)
hvg = v(hvp+vhy cosa) =vhyy (14 veosa).

Odtud plyne, Ze staticky pozorovatel ve vzdalenosti r naméii frekvenci
Ve = v 1o (14 v cosa). (3.33)

Vlastni rychlost v vypo¢teme pomoci thlové rychlosti w = —. Pro kruhové orbity

plati, Ze vztah pro vypocet thlové rychlosti je ve stejném tvaru jako 3. Kepleriv zakon
v klasické mechanice.
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R =hy,sina ¥
a) b)
Obr. 3: K tloze 8
do M
= — =\/—. 34
dt r3 (3.34)
Tedy
) dw
v=Qr = T r,
(3.35)

Predpokladejme, Ze r, 8, a ¢ jsou konstanty. Schwarzschildova metrika se potom zjed-
nodusi na tvar
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Casové intervaly Ar, , At miiZeme povazovat za periody kmitani ve vzdalenosti r a
v nekone¢nu. Pak

2M
Ty ~ (1 - —) Tan. (3.36)
T

1
Protoze v = T potom rovnici (3.36) lze pfepsat ve tvaru

VSI‘ VSH

Odtud vyjadfime v, a dosadime jej do rovnice (3.33).

_ Vsn
Vop = —(———— .

(%)

2M
Ven = Yo (1 + v cosa) 1-—,

Tedy

kde v vyhovuje rovnici (3.35).

aaa

Uloha 9.

Testovaci ¢astice se pohybuje rychlosti v — 1 ve vzdélenosti b 7 od hvézdy hmot-
nosti M. Vzdalenost b je tak velkd, Ze odchylka ¢astice A¢, od ptivodniho sméru vlivem
gravitaéniho pole je mald. Vypoctéte tuto odchylku. Necht v rovinném prostorocase leti
elektron s rychlosti v kolem atomového jddra s ndbojem Ze ve vzdalenosti b’, kterd je tak
velkd, Ze odchylka elektronu A¢. od piuvodniho sméru zplisobena pritazlivymi silami je
mald. Vypoctéte tthel A¢.. Proc¢ se lisi rovnice pro tthel ohybu vlivem gravita¢niho pole
od rovnice thlu ohybu, ktery je zptusoben pritazlivymi silami?

Reseni: -

Predpokladejme, Ze se pohyb odehrava v roviné 8 = 3

a) 7 prvnich integrali pohybu u-u= —1, up = —E, Uy = L jsme v p¥ikladu 5 odvodili
diferencialni rovnici

dr

%:i

b~ Jo

r

. E? L? . 2M
_+(1 QM)_r2 o )

"Vzdalenost b zde mé vyznam nejmens{ vzdalenosti trajektorie &astice od stiedu centralnfho télesa,
napr. velmi hmotné hvézdy (viz priklad 6)
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M _ L
Jestlize zavedeme novou proménnou v = — a oznadime I = U muzeme tuto
r
rovnici upravit na tvar
du\? F?—(1-2u)(1+ L*u?
(_) _ (1= 20)(1+ L7u7) (3.37)
do L2
U
Tuto rovnici zderivujeme podle ¢, pficemZ oznaéime v’ = %, a ziskame rovnici
2u! _ _
20" u" = — (1 + 3L%u? — L?u),
kterou upravime na tvar
" _ 1 2
u —I—U_?—I—Su. (3.38)

Pro velkou vzdalenost b je prava strana rovnice (3.38) velmi mald. Necht je feSeni
této rovnice ve tvaru u = ug + v, kde v = v(¢), v < 1. Potom

ug = Acos¢, A = konstanta (3.39)

je pri vhodné volbé soutadnicovych os z, y feseni homogenni rovnice piislusné k di-
ferencidlni rovnici (3.38). Dosadime-li tyto vztahy do rovnice (3.38), mizeme po
upravé psat
1
ug + 0"+ w0+ v = 75 43w+ v)%

—Acos¢ +v" 4+ Acos ¢ = %—I—S(Acosqb—l—v)?

Na pravé strané této rovnice zanedbame vsechny ¢leny, které obsahuji v a zaroven

pouZijeme vzorce cos? ¢ = = (1 + cos 2¢), proto miZeme psat

5!

" _ 1 3 2
v —I—v_?—l—?él (1+ cos2¢). (3.40)

Regeni této rovnice je ve tvaru

1 A? 1
U:?+;A2—7c032¢:?+2142—142 Cosqu

a tento vztah dosadime do rovnice v = ug + v, ze které ziskame

u:ACOS(b—I—%—I—QAQ—AQ COSz(b.

Asymptoty feseni vyhovuji rovnici

1
u=0 < A COS2¢—ACOS¢—2A2—?:O.

Polozime-li B = 2A? — muzeme pro kofeny predchozi kvadratické rovnice psat

?7
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A+ A2+ 4A2B  1+V/1+4B
2A2 - 24 '

cos ¢ =

V dalsim vypoc¢tu budeme uvazovat pouze znaménko minus, které fika, ze ahel ¢,
ktery svird trajektorie ¢astice a nejmensi vzdédlenost b, bude nabyvat hodnot vétsich

T
nez 5 Pfi volbé znaménka plus obdrzime nepfipustnou hodnotu cos ¢ > 1. Potom

1—(1—|—%4B)

B
COSQb ~ T = —Z (341)

B
Protoze 1 je velmi malé Cislo, priblizné plati

Uhel ohybu je stejny i od druhé asymptoty, proto celkova odchylka je

oM

A¢ 2

(3.42)

Necht b je nejmensi vzdalenost trajektorie ¢astice od stfedu centralniho télesa, pak
podle rovnice (3.39) mizeme psat

A=

M
- (3.43)

2
m
S vyuzitim vztaht £ = ——== a L = bp (b je nejmensi vzdalenost, tedy v tomto
/1 — 32
bodé je hybnost ¢astice kolma na b a moment hybnosti pak vypocteme jako soucin
velikosti b a p) ziskdme tyto rovnice pro L? a konstantu B

L2:(£)2:< I )2:()2(E2—m2): b2 32 (3.44)

M mM m2 M2 M2 1-p32

1 s M?2(1-p%  2M*  MZ*(1+ 3%
B = ﬁ + 24 = b2 ﬁQ b2 = b2 ﬁZ 3 (345)
kde g = L Vysledny vztah pro odchylku vlivem gravitacniho pole ziskime,
c
jestlize do rovnice (3.42) dosadime vztahy z rovnic (3.43) a (3.45)
2M2 (1 + %)
b 3 2M (14 (%)

Ay = 7 = ) 52 . (3.46)

b
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Obr. 4: Geodetické cary v Schwarzchildové poli pro ¢astice s riznou energii a momentem
hybnosti (numerické feseni k tloze 9a)

b) Diferencidlni rovnice, kterd popisuje trajektorii elektronu v magnetickém poli, je

d Ze?
%(m'yr") = ymrw? — r—c;, (3.47)
pricemz
ymr®w = L = konstanta, (3.48)
VA 2
ym — —Z = I’ = konstanta. (3.49)
r
7Z rovnice (3.48) vyplyva
do L
w=—-= —
dt — ymr?’
a odtud
d ( L ) d
dt — \ymr?) d¢’
Tento vztah dosadime do rovnice (3.47)
L d (L dr) ,  Ze* (3as) L2 Ze?
—— — |5 — | =ymrwt - — = - —
ymr? dé \r? do 7 r? ymrs  r2’
a po Upravé mizeme psat
L? d (/1 dr L?
— — (5] = — Ze®. 3.50
ym d¢ <r2 d(b) ymr ‘ (3:50)
1 1 d 1
Necht u= ~. Pakr = — a — = —— a rovnice (3.50) ma tvar
r u  du u?

=2 - == _ 7z
ym d¢*  ym ‘

ym d¢

7Z rovnice (3.49) vypocteme ym a dosadime jej do predchozi rovnice

L? d ( o dr du) L? d*uv  L*u
Y du Ao
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Z2
7m:E—|——€:E+Ze2u,
r

a tedy po upraveé

(3.51)

d*u 7% et VA=)
e\ ) =T

Nejprve vyfesime homogenni diferencidlni rovnici pfislusnou k rovnici (3.51)

d*u AR

Resgeni této rovnice budeme hledat ve tvaru

u = Asin(w¢) + Bcos(w)

1
Uy = —.
b
BT ) du . y 1
7, pocatecni podminky % = 0 vypocteme, ze A = 0, a proto u = y cos(we).
$=0
Pritom
. 7 et E Ze* F
K|1- = 7
L? L?
tudiz
Ze*E
K=-2""_
L2 — Zet
a obecné feseni rovnice (3.51) je
1 Ze*E
U = y COS(W¢) -I— m7 (352)
7% et
kde w = /1 — T Pro velmi velkd L (tj. 1 < L) muZeme rovnici (3.52) zjedno-
dusit na tvar
1 Ze* F
U = y cos ¢ + —77
Asymptoty feseni spliiuji rovnici
Ze* B

7, této rovnice jiz muzeme vypocitat hledany Ghel A¢

Zb e’ B

cos ¢ = 2

Pokud pfedpokldddme, Ze vzdalenost &' je tak velka, Ze je ohybovy tthel maly, miZeme
feseni predeslé rovnice zapsat
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Zbe?* B
T
a celkovy thel ohybu je
270e* B
A¢e — 2¢ — T
b 2 32
Pouzijeme-li vztahy F = " L= f kde 3 je stejné jako v ¢asti a)

rovno rychlosti castice, potom lze thel A¢, vyjadiit vztahem

27¢2 /1 — 32
N = 2N (3.53)

mb' 32

Rovnice (3.46) a (3.53) se lisi v disledku rozdilu mezi tenzorovym charakterem gra-
vitace a vektorovym charakterem elektromagnetického pole. Navic se obé pole rozdilné
lorentzovsky transformuji, coz pravé vede k rtzné zavislosti Ghlt ohybu na rychlosti ¢astic
v plipadé, Ze rychlost téchto castic je témér rovna rychlosti svétla.

aaa

Uloha 10.
Rozhlasovy komentator popisuje svij radidlni pad do Schwarzschildovy cerné diry.
Tésné predtim, nez prekroci Schwarzschildiv polomér, je jeho vysilaci frekvence posunuta

vlivem gravita¢niho pole s casovou zavislosti exp [ — , kde t znaci vlastni Cas

konstanta)
v nekonecnu. Z konstanty odhadnéte hmotnost cerné diry.

Reseni:
Podobné problémy se obvykle fesi ve ,ven sméfujicich® Eddington- Finkelsteinovych
soufadnicich. Necht r* je definovano pomoci

dr*_ 1
dr_( 2]\4)7
1 7
,
tedy
d
dr* = dr + d ,
I
2M
a
r*=r+2M In (L)—I—A7
2m

kde A je integracni konstanta.
Necht u =t — r* je zpoZdénd casovd soufadnice. Potom

dr

dt = du +
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Schwarzschildova metrika v soutadnicich r, v ma tvar

2M
ds®? = — (1 — —) [duQ—l—
r
2\~ 2\~ oM\ 7
+ 2(1-— du+ |1 - — dr| dr—[1- — dre| +
r r r
oM\
+ |1-— dr? +r?dQ?,
r
kde dQ? = d#? + sin? 6 d¢?. Tuto rovnici metriky miZeme déle upravit na tvar
2M
ds* = — (1 — —) du?® — 2 drdu+ r* dQ2. (3.54)
r

Odtud vidime, Ze vychazejici fotony se pohybuji po kfivkich u = konstanta. Rudy
posuv vypocteme tak, Ze porovname cas, ktery ubéhne mezi emisi a pfijmem fotoni.

Ao (At) o
/\em (AT)em ‘

Ar
Zarovei ale vime, ze Aus, = Ato, — Ar¥ = Al — 7;])\4 =
1=
”

o0
ze pozorovatel v nekoneénu je v klidu) a (Au)em = (At)s. Proto mizeme psat

At (predpokladame,

Aoo (Au) s (At)em _du

/\em B (AT)em B (AT)em B dr em ‘

Abychom mohli porovnavat ¢asové idaje u pozorovatele v nekoneénu a u komentétora,

U
ktery pada do ¢erné diry, musime vypocitat slozku u* = 7 komentatorovy ctyfrychlosti
T

u v zavislosti na case t.
Necht uy = u,, = —F. Matice metriky (3.54) je

2M
Y il B |
T
Gap =

-1 0

a matice k ni inverzni je

0 -1

af _
g = oM
-1 1— ——

T

SouTadnice € a ¢ se neméni, proto je nebudeme uvazovat.
Vyjdeme z rovnice u-u= —1
(3.55)

Uy U+ up " = —1.
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Slozky u* a u” vypocteme podle vztahi
uu — guu uu _I_ g’U,T’ ur — g’U,T’ ur7
u = gruuu_l_grr Uy,

a tyto dosadime do rovnice (3.55). Potom

2M

-1 :g“”uruu—l—g”uuur—l—gwuz :2E~’ur—|— (1_ _) UZ

r

73

(3.56)

Regenim této kvadratické rovnice ziskame dva kofeny, pri¢emz pfi jejich vypoctu bu-
deme uvazovat pouze znaménko minus, protoze se komentator pohybuje proti sméru ra-

didlni soufadnicové osy. Tedy

. . 2M
_F - E2_1_|__
U, = L
2M
)
r

Tento vztah dosadime do rovnic (3.56) a obdrzime

- . 2M
E+\F?—14—
Ta— r
2
r
- 2M
uwo= —\E?=-14+—
r
a tedy
2 - 2M
1= — E2_1_|__
dr_ﬁ_ r r
du  u* R R IM
E+\F? -1+ —
r

a proto

Integrovanim posledniho vztahu ziskame

”
= ldu~—-AM In| — -1
U /u n<2M )—I—C’7

C' je integracni konstanta. Odtud plyne, ze

(3.57)

(3.58)
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a po odlogaritmovani

)l

Rovnici (3.57) muZzeme pro r — 2M aproximovat

2F

~ U Uu
b — —— — =2F — | =K —
oy e )
exp

kde K je konstanta.
Pritom ale pro pozorovatele v libovolné velké, ale pevné stanovené vzdalenosti r plati,
7e u = t + konstanta. Proto

Moo B du o - t + konstanta - t
/\em_Eem_u ey = K1 exp( 5 )_K exp<4M).
Tedy
rm P\ )
aaa
Uloha 11.

Necht Pavel obiha v raketé po kruhové orbité kolem neutronové hvézdy ve vzdalenosti
r = 4M. Jeho kamarad Petr byl vyslan z neutronové hvézdy radidlnim smérem v raketé,
jejiz. pocatecni rychlost je mensi nez anikova rychlost. Pii odletu potka Pavla presné
v okamziku, kdy protina jeho orbitu, potom dosahne maximdlni vzdalenosti a pada zpét.
Pritom se znovu setka s Pavlem, pravé kdyz protina jeho orbitu. Mezi témito dvéma
setkanimi Pavel desetkrat obletél kolem hvézdy. Oba kamaradisi pfi prvnim setkani sefidili
hodinky. O kolik se lisil jejich ¢asové udaje, kdy% se potkaji podruhé?

Pavel

Petr

Obr. 5: K dloze 11



KAPITOLA 3. SCHWARZSCHILDOVA GEOMETRIE 75

Necht Pavel obihé v roving § = . Protoze je jeho orbita kruhova, je v" = Z—: = 0.
Nejprve napiseme rovnici geodetické ¢ary pro soutadnici r
2 2 2 2 2
et () < v () + e () +mi () =0
coz lze s vyuzitim pocateénich podminek prepsat ve tvaru
2 2
fe (v?) 15 (uf) =0 (3.59)

Nez se Petr vrati ze své cesty, Pavel mezitim obéhne celkovy thel
A¢ =10 .27 = 207.

SouTadnicovy €as mezi jejich opétovnym setkanim vypocteme pomoci Ghlové rychlosti
A
w = Ad 7Z rovnice (3.59) vyplyva

At
'\’ M
<= (F) = =8 (360)
oy

Protoze Pavel obiha ve vzdalenosti r = 4M, je jeho thlova rychlost

1
w=—".
SM
Potom A
At = —(b =160~M
w
7 rovnice (3.60) vyjadiime (u®)?
M
() = 2 a2

a dosadime jej do rovnice
u-u= gy (u)? + gss (u(‘s)2 =—1.

Timto zptsobem ziskdme rovnici

M
(gtt + Goo r_3) (ut)z =-1,

ze které néasledné vypoéteme u!

-1 1
U = =

M M‘
g+ 75 9o \/1——3
r r

Dosadime-li do této rovnice r = 4M pro Pavlovu orbitu, obdrzime hodnotu

ut = 2.

To znamend, Ze Pavel naméfi vlastni cas
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At

1
ATpavel = = 5(1607TM) =807 M,

ATpavel ~ 252 M.
K feSeni Petrovy orbity pouZijeme rovnice, které popisuji radialni pad (viz piiklad 4).
Aby se Petr dostal ve stejném case zpét na stejné misto jako Pavel, musi se dostat ze
1
vzdalenosti R do r = 4M za dobu §At = 807 M. Musime proto najit odpovidajici veli¢iny

R, n, které jsou v souladu s danymi podminkami.
Petruv vlastni ¢as popisuje rovnice (3.11) z pfikladu 4.

ATPetr =2 8—M (77 + sin 77)7 (361)

kde dvojka vyjadfuje skutecnost, Ze musime zapocitat kromé Petrovy cesty tam také jeho
cestu zpét. Rovnice, podle nichz miZzeme vypocitat R a 7, jsou rovnice (3.9 ) a (3.13)
z Teseni prikladu 4

Ui

X-1+tg=

t V X :

2—:111 727 +4/X -1 [n—l—? (n+sinn)|, (3.62)
X —1-teg

R
r= 5(1 + cos7), (3.63)

kde X = % 7Z rovnice (3.63) po dosazeni r = 4M plyne
X(1+4cosny) =4

a z rovnice (3.62)

¢ «/X—l—l—tgﬁ_l_ —X [

X
— =407 =1In -1 77—|—?(77—|—sin77) . (3.64)

2
2M
X =1 — tgg

Nyni pouzijme intuici: Petr cestuje zna¢nou dobu pry¢, zatimco Pavel obihd po orbité.
Proto X by mélo byt dosti velké a tedy z rovnice (3.63) vypocteme

( 4 1) (—1)
= arccos - — ~ arccos|t — =T
g X

Logaritmus je funkce, jejiz hodnota se méni velmi pomalu, a proto v pfiblizném feseni
rovnice (3.64) zanedbame logaritmicky ¢len. Potom

407TN\/X—1(7T—|—7TX—|—Sin7T)N\/} (ﬂ'—l—%).

Odtud potom vypocteme

a tedy
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Jestlize tento vysledek dosadime do rovnice (3.63), obdrzime

n ~ 2,47 rad.

Vlastni ¢as, ktery naméii Petr, vypocteme z rovnice (3.61)

SM? X3
_ o M A . _ 3 .
ATpety = 2 i (n+sinn) =2M 1/ X3 (n+ siny).

Po dosazeni hodnot 1/ X3 = 80, n = 2,47 rad ziskdame
ATpetr = 494,85 M.

Pavel naméri témér polovicni vlastni ¢as nez Petr. Je to zplisobeno tim, ze Pavel po
celou dobu zustava na relativistické orbité v silném gravitacnim poli. Oba tyto faktory
mzpomaluji* chod Pavlovych hodinek. Petrova rychlost je relativné mald, navic travi vét-
sinu Casu v slabsim gravita¢nim poli.

aaa

Uloha 12.

Najdéte transformaci soutadnic, kterd prevadi Schwarzschildovu metriku

2M 1
PRI 4 P -
2M
j —

:

dr?® +r? (d02 +sin’ @ d(b2) (3.65)
,
ds? = — dt* 4 2 (dr* + F2dQ?). (3.66)

do tzv. izotropnich soufadnic, kde

Zaméite se na Schwarzschildovo vakuové feseni (tj. vné od horizontu udélosti zdroje gra-
vita¢niho pole). Je oblast A na povrchu plochy 7 = konstanta,t = konstanta definovina
rovnici A = 477%? Sestrojte ,embedding diagram® pro prostorupodobnou hyperplochu
t=10, 0<7r <o0.

Reseni:Ve Schwarzschildovych soufadnicich miizeme Schwarzschildovu metriku piepsat ve
tvaru

ds? = —e2? qt? + e dr? + r2 dQ2.

Porovname-li tuto rovnici Schwarzschildovy metriky a rovnici metriky v izotropnich
soutadnicich, vidime, Ze musime najit takovou transformaci soufadnic, ktera spliuje

rto= eyt (3.67)
AAdrr = e di?, (3.68)

Z rovnice (3.67) vyjadiime e** a dosadime jej do rovnice (3.68). Po Gipravé obdriime
diferencialni rovnici pro transformaci r = r(r)

d

F

=3

dr
— M .
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Po integraci lze psat
d
Inr = /eA @ + In (Y,
r

kde 'y je integra¢ni konstanta, a po odlogaritmovani

r = exp (/eA %) (3.69)

Nejprve vypocteme integral v exponentu na pravé strané rovnice (3.69). Z tvaru Sch-
warzschildovy metriky (3.65) vyplyva, Ze

a tedy

Potom

r

1 ﬁ_/ dr _/ dr
(1 QM) ro Jr2—2Mr+M2-M?2 ) (r—M)?—-M?

Hodnotu tohoto integralu najdeme v tabulce integralu (viz napt. [2], [12])
[ |r= M4 VT
= In
S = M) - M2 M
= ln(C‘r—M—l—\/rQ—QMr

kde ' je integra¢ni konstanta. Potom
r—M—I—\/rQ—QMr] :C‘r—M—I—\/rQ—QMr‘.

Konstantu C' vypocteme z pocateéni podminky r — r — oo, M < r,

r =expln [C

1
522052025-
Proto

f:%@«_mm). (3.70)

7 této rovnice vyjadiime r a dosadime jej do rovnice (3.67)

C ]

4
2%‘*: r_: =11 %)
‘ 2 2 ( o)

Plocha koule o poloméru r = konstanta a ¢ = konstanta je

2

M|

oo

Kis

2%%
M 4 M 4
A= /(r2 sin 0 dfdo) = 7* (1+2—) //(sin@d@dqb):zlyrf? <1+2_) '
r T
0=
2

o

[MIE]

»2Embedding diagram® je vnoTenim Schwarzschildovy geometrie do trojrozmérného eu-
klidovského prostoru. Pii jeho konstrukci si vSimnéte:
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e vzhledem k rovnici (3.70) je r dvakrat vétsi nez 7

e soufadnice 7 popisuje pouze tu oblast Schwarzschildovy geometrie, pro kterou plati
r > 2M (v rovnici (3.70) nabyva 7 komplexnich hodnot pro r < 2M.)

,2Embedding diagram® hyperplochy r = konstanta, ¢ = konstanta vyzaduje takovou
funkei z(r), kterd vyhovuje rovnici

dr?

@

dz

2
ds® = dz? + dr? + r? dQ? = [1 + (d—) ] dr? + r2dQ? = + r2 dO2. (3.71)

r

Odtud plyne
() =
dr) — r—2M’

dz = 2]Mal
=\

T dr

Nyn{ uréfme polohu paraboly z? = 8M (r — 2M). Tato parabola je symetrickd podle

a tedy

Potom

osy r a jeji vrchol lezi v bodé r = 2M, co? je podle rovnice (3.70) 7 = —

»2Embedding diagram® je potom paraboloid, ktery vznikne rotaci paraboly kolem osy

z(r).

Obr. 6: K dloze 12

aaa

Uloha 13.
Dokazte, ze prostorupodobny fez v = konstanta, |v| > 1, Schwarzschildovy geometrie
v Kruskalovych soufadnicich «, v nelze vnofit do trojrozmérného euklidovského prostoru.
: , ’ . odv ) o .
Jaka je obecna podminka pro derivaci —, kterd umoziuje vnoteni tohoto prostorupodob-

)
ného fezu do trojrozmérného euklidovského prostoru?
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Reseni:
V Kruskalovych soufadnicich w, v ma Schwarzschildova metrika tvar (viz napf. [8])

ds? — 32M°

exp (—ﬁ) (—dv? + du®) + r* dQ?, (3.72)

(ﬁ - 1) exp (ﬁ) = u? — v, (3.73)

T
Necht § = 5 av= konstanta. Potom se rovnice (3.72) zjednodusi na tvar

32M° r
(_W) du?® + r? dQ2. (3.74)
Jestlize porovname rovnici (3.74) s rovnici (3.71) (kterd vyjadiuje podminku pro vno-
feni plochy do trojrozmérného euklidovského prostoru) z ptikladu 12, obdrzime rovnici

2M3 dz\?
de? = 3 — exp (_ﬁ) du® +r2dQ? = [1 + (d—i) ] dr? + r2dQ?, (3.75)

ze které vyplyva, Ze

B () () - (2
r P 2M dr) dr '
Derivaci d_u vypoéteme z rovnice (3.73)
r
1
B - 2 )| 2
u_lv —|—(2M 1) exp(QM)] ,
dr — 8M? M P\2m P\2m

a dosadime do rovnice (3.75), z niZ po Gpravé dospéjeme ke vztahu

. (dz)z_r 5 r ) r -t r
Y\@) Toar |Vt o ) e laar /| P\ )

Abychom mohli sestrojit ,embedding diagram®, musi byt z redlnd funkce, tedy musi

r 5 r ) r -1 r -
onr |V P\ 2ar ) Pl aar SPiom) =5

kterou muzeme upravit na tvar

platit podminka
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Odtud potom vyplyva, ze

"o
T > e

Protoze predpokladame, Ze |v| > 1, pak musi existovat minimélni hodnota ry,, v niz
plochu nelze vnofit do trojrozmérného euklidovského prostoru.

7 geometrického hlediska lze podminku pro vnofeni plochy zapsat ve tvaru

d(odvod kruZnice) _ 2mr < or

d(vlastni polomér) [
a tedy

r <.

Nyni vypocteme, za jakych obecnych podminek je mozné vnofit plochu v trojrozmér-
ném euklidovském prostoru. Necht je fez popsan rovnici

v=uv(u).

Potom miZeme pfepsat rovnici (3.72) ve tvaru

3 2
dst = 20 (_ﬁ) [1 - (Z”) ] du? + r? dQ?, (3.76)
T Uu

Z rovnice (3.73) vyjadiime du

2( d_”)d_L )y
Uu Udu U—4M2 exp 2M r,

r
, exp m
du = dr.

SM?2 dv

a odtud

Tento vztah dosadime do rovnice (3.76)

2
r
ex —_—
ds? — 32M3 1_(@)2 r p(QM) _L d2—|-
5 r du SM?2 dv exp 2M g

+ r2dQe.

Abychom mohli sestrojit ,embedding diagram®, z opét musi byt redlna funkce, a tedy
musi platit podminka

2
r
exp | —
32M° ) dv\? r p(QM) A TR
@) |l @ | ) 2t

kterou muzeme upravit na koneény tvar

s |1 () ] o () 2 (oo 22)

pro kazdé r.
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aaa

Uloha 14.

Dokazte, ze metrika
2 2
]3 dr? + [% (r—t)2] 3402,

ds? = —dt* + é [ oM
9 [2(r—1t)
ktera je zdanlivé nestacionarni, protoze slozky metrického tenzoru zavisi na case, je sta-
tickd. Ukazte, Ze se v podstaté jedna o Schwarzschildovu metriku.
Reseni:
Abychom se vyhnuli nedorozuméni, formdlné prepiSeme rovnici metriky v proménnych
Z,w (r—z,t—w)

2 2

ERERY AR LY

d82 = —dw2 + 4 |:2(9M

9 2(z — w)

Méme dokazat, rovnice (3.78) je rovnici Schwarzschildovy metriky. V rovnici Schwarz-
schildovy metriky
1
( QM)
”
je u d? koeficient r2.

Zavedme proto novou soufadnici r vztahem

e (122 s

r

dr? +r? (d02 +sin? 6 d(b2) (3.79)

1
9M q
r= [T(Z — w)z] 3, (3.80)
7Z rovnice (3.80) vyjadiime w a vypocteme dw
273
= —\ — 3.81
w z oM ( )
dw = dz—y|2 3.82
w = dr |/ (3.82)

Vztahy (3.80), (3.81) a (3.82) dosadime do rovnice (3.78), kterou lze po Gpravé zapsat

ve tvaru
a5t = — (1= 22 2o /e — 2?42 402 (3.83)
r 20 20 ' '

Nyni se pokusime tuto rovnici metriky diagonalizovat. Zavedeme novou soutadnici ¢ a
funkei F'(r) pomoci vztahu

z=1t+ F(r). (3.84)

Odtud potom
dz=dt+ F'(r)dr (3.85)
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a oba tyto vztahy dosadime do rovnice (3.83). Potom

oM [ ,
2 _ ! 2 ! . 2 2 2
ds” = (1 - ) [dt + F'(r) dr]* + 2 —QM[dt—I—F(r)dr] —QMdr + r2 dQ2.

Tuto rovnici muzeme dale upravit na tvar

to (e (-5
ds* = —|l1-——)di +2|={1-— | F'(r)+

b2/ | = | @420
2M 2M '

Aby byla metrika diagonalni, musi byt koeficient u smigeného ¢lenu drdt roven nule.

To znamené, 7e
29—11— — 1/7 —|—H— drdt =0

Fl(r) = (7 ”2%) (3.87)
1—- =

Jestlize tento vztah dosadime do rovnice (3.86), potom po Gpravé muzeme psat

a tedy

2

2M dr
ds? = — [1- =) art + — 42407
° ( r) +( QM)—I_r !
1 2=
.

coz je obvykly tvar Schwarzschildovy metriky (v kfivoc¢arych soufadnicich), ktera popisuje
staticky prostorocas.

Pozndamka: Piuvodni soufadnice z, w v rovnici (3.78) se nazyvaji Lemaitrovy soufadnice.
Jejich ¢asovd soutadnice w znadi vlastni ¢as pozorovatele, ktery volné pada v radidlnim
sméru. Pritom kazdy takovy pozorovatel se pohybuje podél kiivky z = konstanta.

aoad

Uloha 15.

Dokazte, ze v8ichni pozorovatelé z piikladu 14, pro néz plati Az = 0, volné padaji
v radidlnim sméru a vSichni maji nulovou energii (tzn., ze padaji z nekone¢na s nulovou
pocatecni rychlosti).
Reseni:
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Soufadnicové stacionarni pozorovatel, pro néhoz plati Az = 0, se podle rovnice (3.84)
pohybuje podél kfivky z = konstanta®
7Z rovnice (3.85) v prikladu 14 vyplyva

0=dz=dt + F’(r) dr.
Odtud potom

a po uprave

oM\’
l—— 2
dr\? ( r ) 2M 2M
(%) (1 - —) . (3.88)
2M

Srovname-li rovnici (3.88) s rovnici (3.5) z pfikladu 3, vidime, Ze pfi volbé ug = 1
(to je pfipad ¢astice, ktera pada volny padem z nekonecna) se obé rovnice shoduji. Tedy
vsichni pozorovatelé za danych podminek volné padaji a jejich energie na jednotku klidové
hmotnosti je v nekone¢nu presné rovna 1 ( viz piiklad 4 b) ).

aaa

87 rovnice (3.87)plyne, Ze

F(r)= (ZM + %) & — 4M arctan 1/ ﬁ,

kde r a M jsou konstanty



Kapitola 4
Gravitacni cocky

Uloha 1.
Na zdkladé modelu tzv. logaritmické ¢ocky (tj. cocky, jejiz tloustka zavisi na logaritmu
vzdélenosti od stfedu ¢ocky ) studujte pomoci Fermatova principu vlastnosti gravitaénich

cocek.
Reseni:

PYi zobrazeni gravita¢ni coc¢kou jde o zobrazeni velmi vzdalenych objekti (napfiklad
kvazart, galaxii, ...) velmi hmotnymi objekty. Gravita¢ni pole obklopujici tento objekt

(galaxii, cernou diru), muze vytvorit jeden nebo vice obrazi zdroje svétla.

Fermatuv princip fika (viz piiklad 12), ze svételné paprsky se mezi dvéma pevné zvo-
lenymi body (pozorovatel, zdroj svétla) podél ¢asové extrémni drahy, tj. drahy, pro niz
plati:

5/dt =0 (4.1)

Necht se paprsek 8ifi prostiedim s indexem lomu n(r). Jeho rychlost potom je v = — a

3|

rovnici (4.1) mizeme zapsat ve tvaru
dfnds=0 (4.2)
To znamend, Ze optickd draha je extrémni a svételné paprsky se ve vakuu Sifi pfimocare.

Predpoklddejme, 7e mezi zdrojem svétla (Z) a pozorovatelem (P) je umistén gravi-
tujici objekt, ktery tvarem pfipomind tenkou ¢ocku. Necht paprsek prochazi ¢ockou ve

Obr. 1: Zobrazeni tenkou ¢ockou

vzdélenosti b od jejiho stiedu. Spliiuje-li tato draha podminku (4.2), potom je staciondrni
a pozorovatel uvidi obraz zdroje (Z’) ve sméru naznaceném na obrazku 1.

85
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Oznacme tg tzv. geometricky Cas, tj. Cas, ktery paprsek potiebuje k prichodu po této
draze. Potom

to = \Jd2 + b2 \Jd3 + 12,
coz lze pro paraxialni paprsky aproximovat (tj. pro b < dy, b < d3). Pak

b2
tG ~ d1 —|— d2 —|— E’ (43)

Paprsek ovsem vyzaduje urcity ¢asovy interval na samotny prichod cockou. Tento ¢as
oznacime t; a vypocteme podle vztahu

t; = (n— 1) As(b), (4.4)

kde n je index lomu ¢ocky a As(b) jeji tloustka ve vzdalenosti b od st¥edu.
Cela draha je potom extremalni, jestlize plati:
dtc . d(tG + tl) b dAS(b)

- @ ot =0 (4:5)

cozZ muzeme prepsat ve tvaru

dAs(b) b
db ~ (n—1)D (4:6)

Tato rovnice je splnéna pro vSechny paraxialni paprsky, vyhovuje-li prifez ¢ocky vztahu

b2

As(b) = As(0) — 3 —1)D

(4.7)

Potom vsechny paraxidlni paprsky vychdzejici ze zdroje Z ve vzdalenosti di od cocky

konverguji ve vzdilenosti dy a pomér D = urcuje ohniskovou vzdalenost ¢ocky.

2
dy + ds

Uvazujme nyni ¢ocku, jejiz vzhled je odlisny od tvaru tenké cocky. Potom ne vSechny
drahy mezi body ve vzddlenosti d; a dy jsou stacionarni a v disledku Fermatova principu
ne vsechny paprsky vychazejici ze zdroje Z dosahnou pozorovatele P, ktery pak uvidi
deformovany obraz Z’ zdroje Z.

Predpokladejme, Ze gravitujici objekt mezi pozorovatelem a zdrojem ma tvar logarit-
mické ¢ocky s konstantnim indexem lomu n, jejiz tloustka zavisi na logaritmu vzdalenosti
b podle vztahu
ks
?7
kde K/, k3 jsou konstanty charakterizujici ¢ocku. Pfedpoklddejme, Ze rozméry ¢ocky jsou
omezené, tj. 0 < byin < b < byay (viz obrazek 2)

Pro tuto cocku plati:

As(b) = ki In

dAs _ Ky
b b

a po dosazeni do rovnice (4.6) vidime, Ze rovnost nastava pro

b=1/(n— 1)k D=k D, (4.8)
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Obr. 2: Logaritmicka ¢ocka

kde k1 = (n—1)k,; . Lezi-li stied cocky a na spojnici zdroje a pozorovatele, pak pozorovatel
uvidi obraz zdroje ve tvaru kruhu kolem stfedu ¢ocky s thlovym polomérem

_b_ di
= dy h dy (dy 4 d2) (4.9)

Paprsky, které tvoii tento obraz, odpovidaji ¢asové minimalnim dridham, protoze :
e pro velkad b prevldda zvétSeni geometrického ¢asu,
e pro mald b prevlada casové zpozdéni vlivem cocky.

Na obrazcich 3 a 4 je znazornén celkovy ¢as t¢ v zavislosti na vzdalenosti b a na thlu

“‘I \\ 2
K
R

P

R

1%

R
S ‘Yféo%,

z‘

b
i

Obr. 3: Celkovy cas t¢.

Nyni predpokladejme, ze stied stejné logaritmické ¢ocky lezi v kolmé vzdalenosti R od
pfimky PZ (viz obr. 5).
Potom geometricky ¢as pro paraxidlni paprsky vypocteme podle vztahu

to = (V@ +02+/d3+0?) ~ (d1+d2+%) -

(4.10)
_ [dl oy (b2 + R?2— 2R 6050)]
2D :
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N\

Obr. 4: ,Vrstevnice“ pro predchazejici graf - mista se stejnym ¢asem i¢.

Obr. 5: Spojnice zdroj-pozorovatel neprochazi stredem cocky.

kde @ je tihel mezi sméry R a b (viz obr. 6). Cas potfebny k priichodu €o¢kou se

nezmeéni: i i
tr=(n—-1)As0b)=(n-1)K mf = Jy In =2, (4.11)
tedy celkovy ¢as je potom
o=t —|—t:[d +d +i(b2+32—2b3c030)]+k In "2 (4.12)
C G l 1 2 2D 1 b .

a je nakreslen na obrazcich 7 a 8.
Prstencové minimum je nahrazeno bodovym minimem, které nelezi na spojnici PZ, a
zaroven existuje sedlovy bod na opacné strané piku, ktery odpovida lokalnimu minimu

t t
na obr. 7. Oba body pfitom miZeme nalézt analyticky, polozime-li 88—5 =0a 88—5 = 0.
Potom Py R
c_ kb .
50 =D sin @ = 0, (4.13)
a rovnost je splnéna pro § = 0 nebo pro 8 = «, dale
Ote 1 kq 1 k1
Y (p— f)— =—=—(bFrR)——=0 4.14
gy =~ plmrest == pUF R - =0, (4.14)

kde znaménko minus odpovidd minimu pro # = 0 a znaménko plus sedlovému bodu 6 = 7.
Po vyteseni kvadratické rovnice (4.14) lze psat:

e minimum t¢ je v bodé

k1D
T4 ——+1

i : (4.15)
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Obr. 7: Celkovy cas t¢.

e sedlovy bod to je v bodé

4k D

f=m, b= 72

I+

R
— —1]. 4.1
- (4.16)

Cocka viak miize vyrobit také t¥eti obraz, ktery odpovida maximélni ¢asové draze pies
stied cocky.

Nyni ovéfime, nakolik je tento model gravita¢ni cocky realny.

Cas potiebny k tomu, aby paprsek prosel drahu mezi dvéma pevné stanovenymi body
v gravitacnim poli kulové symetrického télesa o hmotnosti M je

2M
t = /ds + /— ds (4.17)
r

(je to soucet ,rovinného“ geometrického ¢asu a ¢asu potfebného na prichod ¢ockou; viz
9]).
Predpokladejme, 7e stfed zobrazujiciho objektu o hmotnosti M (hvézdy, galaxie, ...)
lezi pfesné na piimce PZ. Potom geometricky ¢as je stejny jako pro tenkou ¢ocku (viz rov-
nice (4.3)). Druhy ¢len, gravita¢ni piispévek lze vypocitat Gvahou, Ze se paprsky pohybuji
po piimkach, protoZe jejich odchylka je velmi mald. Necht paprsek kolmo protind rovinu
obsahujici zdroj ve vzdalenosti b < dy, b < ds od zdroje. Pak

dy
IM IM 1
/Tds = /ﬂdw:ﬂ\ﬂn [b—z(d1+\/d%+b2)(dz+
S VST

(4.18)

+ B +B)] ~2M I 4db12d2 — 4M In Lff)ld?

Vidime, Ze rovnice (4.18) pfesné odpovida rovnici (4.11), ktera popisuje ¢as potiebny

pro prichod paprsku logaritmickou ¢ockou pro ky = 4M a ko = 24/dy ds, a proto mizeme
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N D

Obr. 8: ,Vrstevnice“ pro predchazejici graf - mista se stejnym ¢asem i¢.

opravdu pouzit vysledky, které jsme vypocetli pro logaritmickou ¢ocku k nalezeni obrazi
vytvorenych gravita¢ni ¢ockou. V tomto pripadé pozorovatel uvidi prstenec o tGhlovém

pruméru
P [ 4Md,
-V dy (dy + ds)

a Ghel ohybu a (viz obr. 1) spliiuje rovnici
1 1 b
— 4 p=b (— —) . 11

di dy

kde D =
¢ dy +d,

. Z rovnice (4.8) plyne

b=1/ki D= 1\/aMD

2
a odtud D = 17 2 PO dosazeni do rovnice (4.19) ziskdme

L
b

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze jsme ke stejnému vysledku dospéli v prikladé 9, polozime-li
v rovnici (3.46) f =1).
Jestlize zobrazujici objekt lezi ve vzdalenosti R od pfimky PZ (viz obr. 5), pak po-

zorovatel uvidi dva obrazy zdroje. Prvni z nich odpovida ¢asové minimalni drize a lezi

v bodé

§=0 b=

16MD
g 1+ ——+1], (4.20)

druhy odpovida sedlové dréze a lezi v bodé

rl 6MD |
g — L Y 1. 121
R Y (421

Pokud je zobrazujici hmota dostateéné rozptylend tak, aby byla ,prihlednd“ (miuze
nastat v piipadé, ze jde o galaxie, kupy galaxii,. .. ), pak pozorovatel uvidi jesté tfeti obraz
pobliz stfedu cocky.
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Nyni uvedeme snimky redlnych gravitacnich ¢ocek tak, jak je zachytil Hubbletiv vesmirny
dalekohled. Tyto snimky jsou volné pfistupné na Internetu na adrese http://www.stci.edu

i:;- PR WEE &
.o e '

- . » .
s &
= # »y 'l .
A =
. " - .
i - " b : +“ -. o ol
A i
Gravitational Lens in Abell 2218 HST - WFPC2

PPEs-14 - 5T S OPO - Apni B, 1083 - W, Couch [UNSW), NASA

Obr. 9: Tento snimek je velkolepym pifikladem gravitacni ¢ocky. Diky vysokému rozliseni
Hubbleova vesmirného dalekohledu zde mizeme pozorovat ¢etné tenké oblouky, coz jsou
vlastné deformované obrazy vzdéalenych galaxii. (odhadem jsou tyto galaxie pétkrat az
desetkrat dale nez gravitujici objekt). Tyto oblouky jsou ve skute¢nosti a7z padesatkrat
mensi nez nejmensi objekty pozorovatelné pozemskymi dalekohledy.
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Gravitational Lens HST - WFPC2

Galaxy Cluster 0024+1654
PRCS6-10 - 5T Sci OPD - Agsil 34, 1908

W, Colley (P Unt th E. Turmar {P U
. Tyson (ATET Ball Labaj and NASA

Obr. 10: Dalsi snimek zobrazuje kupu galaxii oznacenou 0024 + 1654 (pobliz st¥edu
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fotografie), kterd se nachazi v souhvézd{ Ryb ve vzdalenosti pfiblizné 5.10? svételnych
let. Tato kupa svym gravitacnim polem vytvari pét oddélenych obrazu: prvni z nich je
pobliz stfedu fotografie, dalsi jsou na pozicich, které na hodinovém ciferniku odpovidaji
2, 6, 7 a 8 hodinam. Odhaduje se, Ze puvodni galaxie jsou ve vzdalenosti dvakrat vétsi

nez gravitujici téleso a ze nékteré jsou v pricném fezu mensi nez 300 svételnych let.

Gravitational Lenses HST « WFPC2
PRCES-13 « 57 50 OPD « Dotobed 18, 1985 - K. Ramalanga {HHU), Nagh

Obr. 11: Na této fotografii je zachycena nova t¥ida gravitacnich cocek, ktera zobrazuje
vzdélené objekty ve tvaru ,kiize“ (tj. vSechny ¢tyfi obrazy jsou umistény symetricky

kolem jasnéjsi eliptické galaxie, kterd svym gravitacnim polem tyto obrazy vytvari.)
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