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UvoD

Chladniho obrazce jsou zajimavym fyzikalnim jevem nejenom pro lidské oko, ale také
pro ucho. Jsou zminovany v radé ucebnic a patii k repertoaru vdécnych Skolnich
vyukovych experimentti z oblasti akustiky. Na zakladé vytvareni téchto obrazctli na rizné
uchycenych dievénych deskach se konstruuji hudebni nastroje nebo také hudebni
prostory. Diky tomu ma potom hudebni nastroj napriklad vyssi nebo naopak hlubsi zvuk.
Plivodné se pro vznik Chladniho obrazct tiel smycec o hranu desky, ktera byla posypana
jemnym materidlem jako je pisek nebo krupice. V dneSni dobé se pro jejich vznik vyuziva
modernich technologii jako napriklad generator frekvenci spojeny s reproduktorem, na
ném?z je prichycena posypana deska. Vibrace z reproduktoru se prenesou na desku a na
ni se vytvoii obrazec. Chladniho obrazce Ize také vytvorit pomoci béZnych pomticek jako
jsou kovové desky libovolného tvaru nebo Spachtle. Témito zplsoby lze pomérné
jednoduSe demonstrovat stojaté vinéni na desce.

Hlavnim cilem predkladané prace je studium vlastnich frekvenci pro vznik Chladniho
obrazcli na Ctvercové kovové desce pomoci ténového generatoru a reproduktoru.
Vystupem je sada frekvenci, pti nichZ vznikaji vlastni kmity s vyraznym rozmisténim
kmiten a uzlli desky s fotodokumentaci a videodokumentaci. Diky tomu bude moZné
demonstra¢ni experimenty s Chladniho obrazci snaze zatadit i do vyuky napi. na PfF UP.

Prace je strukturovana do dvou kapitol. V teoretické Casti je predstaven pojem vinéni
a stojaté vinéni sirici se v jednom sméru, jeho vznik a charakteristické veliciny. Dale na
zakladé vinové rovnice je odvozen vztah pro stojatou vinu na membrané obdélnikového
tvaru. ProtoZe se deska pfi ohybu namaha (deformuje, napind), pak jsou ctenari
predstaveny pojmy tenzor deformace a napéti, které popisuji déje v desce pfrijejim ohybu.
Samoziejmé zalezi také na materialu desky, proto jsou uvedeny pojmy jako Youngiv
modul pruznosti, hustota materidlu nebo Poissoniiv pomér. Nasledné je odvozena
pohybova rovnice desky, jejiz feSeni lze urcit riznymi metodami vypoctu. Pro kruhovou
desku je také zminén Chladniho zakon. Uvadény jsou typické Chladniho obrazce vznikajici
na ozvucnych deskach housli a kytar a pouziti soucasnych technologii pro prevedeni
obrazcli do digitadlni podoby. Experimentdlni ¢ast je vénovana nameéfenym datlim
v laboratofti Skolnich pokust PiF UP a také v domacim prostiedi. Zahrnuje popis sestaveni
pouzitych méricich aparatur. Prvni aparatura byla sestavena s bezdratovym

reproduktorem a druha s obycejnym reproduktorem s papirovou membranou.
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Experimenty byly provadény na dvou ctvercovych kovovych deskach a jedné kovové
kruhové desce. Vzniklé Chladniho obrazce byly zdokumentovany pomoci fotoaparatu
v telefonu. V domacim prostredi byl proveden experiment, kdy se vytvarely obrazce na
ozvucnych deskach dvou hudebnich nastroji (housli a kytary), které byly rozeznivany
smyccem. Méreni v domdacim prostredi také zahrnovalo domaci potieby a opét houslovy
smycec. Toto méfeni demonstruje vznik obrazcii na kovovych deskach jiného tvaru
a upevnéni. Navazujici kapitola je vénovana uréeni médovych cisel nékterych obrazci
pomoci on-line kalkulatoru, ktery dané obrazce vymodeloval.

Rada bych upifimné podékovala Mgr. Lukasi Richterkovi, Ph.D. za odborné vedeni,

cenné rady, Cas a vstiicnost, které mi vénoval béhem tvorby prace.



1 TEORETICKA CAST

1.1 Z historie

Ernst Florens Friedrich Chladni (30. listopadu 1756, Wittenberg - 4. dubna 1827,
Vratislav) byl némecky fyzik a hudebnik. UZ od détskych let se zajimal o védu, avsak jeho
otec chtél, aby se stal pravnikem. AZ po smrti svého otce v roce 1782 se Chladni pustil do
experimentovani v oblasti akustiky. Pri studiu vibrujicich desek navazal na vyzkum
anglického fyzika Roberta Hooka. Ten provadél pokusy se sklenénymi deskami, které
rozechvél tfenim smycCce o okraj. Chladni studoval chvéni kovovych kruhovych
a pravouhlych desek, které upevnil v riiznych bodech. Danou desku lehce posypal piskem
a rozeznél ji pomoci smycce. Pisek se usadil v uzlovych bodech a tim vznikly obrazce na
desce. Tuto techniku popsal ve své knize Entdeckungen iiber die Theorie des Klagens
z roku 1787, kde také zminil, Ze vibrace desek jesté nejsou matematicky vyreSeny. Pii
navstéve Patize, kde své obrazce piedvadél, Napoleon Bonaparte o Chladnim rekl: ,Tento
muz zviditelnil tony.“ Samotny Napoleon vypsal odménu tomu, kdo matematicky objasni
tyto vibrace. BohuZel s tehdejsi matematikou to bylo obtiZné. Dnes se k feSeni tohoto
problému pouzivaji aproximativni metody jako je Ritzova, Rayleighova nebo Southwelliv
teorém. V soucasnosti se Chladniho obrazce stale pouZivaji pfrivyrobé nékterych
hudebnich nastroji jako jsou housle a kytara nebo prti stavbé hudebnich prostor. Jde
predevSim o to, aby se zvuk co nejlépe Sifil bud’ danym hudebnim ndastrojem nebo

prostorem v mistnosti [1, 2].
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Obrazek 1: Obrazce pozorované E. Chladnim na a) ¢tvercové desce, b) kruhové desce, prevzato z [1]



1.2 VInéni a zvuk

Mechanické vinéni je harmonicky pohyb Sifici se prostorem, ktery délime na dva
zakladni druhy - vinéni postupné a stojaté. Dale se postupné vinéni déli na pricné
apodélné. U pricného postupného vinéni hmotné body kmitaji kolmo ke sméru Sifeni viny
a u vinéni podélného body kmitaji ve sméru Sifeni viny. Kazda vina je charakterizovana
nékolika veli¢inami.
jistou konstantni rychlosti ¢, kterd se nazyvd fazovd rychlost sireni vinéni. Za periodu T se

vinéni rozsiri do vzddlenosti A, kterd se nazyva vinova délka. Plati
A=cT = ]Ec =— (D

Z uvedeného je ziejmé, Ze kazdé dva body, vzdalené od sebe o cely pocet vinovych délek,
kmitaji se stejnou fdzi.”

Stojaté vinéni zpravidla vznika p¥i interferenci vin, které se $iti v prostredi opacnym
smérem, maji stejnou frekvenci a jejich amplitudy jsou stejnou funkci souradnic. Jde
vlastné o skladani viny pfimé a odrazené. Vysledné viny se potom jevi jako kdyby ,staly“
na misté. Vnejjednodussim pripadé dvou harmonickych vin, Sificich se ve sméru

osy X, jsou vychylky v pripadé stejnych amplitud popsany rovnicemi

U; = Uy Sin 2T (% - %), (2)
U, = Uy, Sin 21 (% + %), 3)

kde u je okamzita vychylka, um je amplituda vychylky, ¢as ¢a x je vzdalenost od pocatku
soustavy v Case t. Okamzita vychylka vysledného vinéni je pak dana vztahem

X

t
i = 4
AstnT. (4)

U = 22Uy, COS 2T

Rovnice (4) odpovida harmonickym kmitiim s amplitudou A(x) = 2u,, cos 2@ %, ktera je
periodickou funkci souradnice X. Pri stojatém vinéni vznikaji tzv. kmitny a uzly. Kmitny

jsou Casti viny, které kmitaji s maximalni vychylkou a uzly jsou naopak v klidu. Vzdalenost

dvou kmiten nebo dvou uzli je rovna A4/2 a vzdalenost mezi kmitnou a uzlem je 1/4.
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Kmitna vznika pro x = + kA/2 a uzel vznika pro x = + (2k + 1)A/4, kde k=0, 1, 2, ...
[3, 4].

Zvuk je podélné mechanické vinéni, které se Siri latkovym prostredim. Zdroje zvuku
mohou byt riazné (lidské hlasivky, hudebni nastroje, reproduktory, hromy apod.).
Nejjednodussi harmonicky priibéh ma zvuk ladicky. Ta pfi jejim rozechvéni vyda zvuk
o presné frekvenci. Proto se také pouzivd kladéni hudebnich néastroji. Podobné
jednoduchy priibéh ma také zvuk ténového generatoru piipojeného k reproduktoru.
Vyhodou u ténového generatoru je, Ze umoznuje ziskat nejenom harmonicky pribeéh, ale
i pribéh napft. obdélnikovy nebo trojihelnikovy.

Zvuk s periodickym priibéhem je ton. Tény se rozliSuji na jednoduché a slozené, kdy
rozdil spociva vjejich casovém pribéhu. Jednoduchy tén ma periodicky harmonicky
pribéh, zatimco sloZeny ton pouze periodicky. Neperiodicky zvuk je vniman jako tzv.
hluk, ktery lze oznacit napft. za Sum, skiipani nebo dunéni. Dalsi vlastnosti zvuku je vyska.
Podilem frekvenci urcitého ténu a tzv. referencniho ténu je relativni vyska ténu.
Referencni ton v hudebni akustice ma frekvenci 440 Hz a je oznaCovan jako komorni
a, vtechnice ma frekvenci 1000 Hz. Zdravé lidské ucho je schopno vnimat rozmezi

frekvenci od 16 Hz aZ po 20 kHz [3].
1.3 Chvéni mechanickych soustav

Se stojatym vinénim je spojen i pojem chvéni, které miizeme definovat jako pohyb
utvard, jejichz jednotlivé body konaji kmitavy pohyb. Chvéni vznika v pruznych télesech,
kterd jsou néjakym zplisobem ohranicena nebo upevnéna. Pokud se vinéni Siri
prostiedim, kde prevlada jeden rozmér (napf. struna nebo ty¢), potom se na jeho konci
odrazi a sklada se s vinénim $ificim se v ptivodnim sméru. Vznika tak chvéni, jehoz pribéh
zavisi na upevnénti tyce [3].
vychazime z chvéni strun. Tenkou c¢tvercovou desku pomyslné rozdélime podél jedné
strany na tenké prouzky zanedbatelné Sirky vzhledem k délce hrany celé desky. Kazdy
prouzek tak predstavuje strunu s volnymi konci. JestliZze uvaZzujeme, Ze vSechny tyto
struny kmitaji se stejnou maximalni vychylkou, frekvenci a ve stejné fazi, potom body

s totoZnou souradnici X kmitaji stejné. Nyni provedeme stejné rozdéleni v kolmém sméru,

¢imZ zavedeme druhou soutadnici y. S takto zavedenymi soufadnicemi ma vychylka viny
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na ose X harmonicky priibéh a na ose y je konstantni. Existuji ale i viny s harmonickou
vychylkou na obou soutadnych osach zaroven. Abychom dostali vysledny priibéh viny,
musime pouzit princip superpozice [5].

Podle [6]: , Pro prostorové vinéni miiZeme odvodit obecnou diferencidlni rovnici, tzv.
vinovou rovnici, kterd popisuje vsechny druhy prostorového vinéni. ProtoZe je vychylka

u =1(x,y,zt) libovolného bodu prostredi funkci souradnicX, Y, z, dostaneme vinovou

.. ‘ . , 9% 1 9%u Lo, v vy ¢
rovnici podobného tvaru jako rovnice T 2 kterd je vsak rozrirena o druhé

parcidlni derivace vychylky podley a z, tedy

257 257 257 25
2“u 0°u au:ia_u.,, (5)
d0x2  dy2  0z2 c2 Jt?

VInovou rovnici lze zapsat také pomoci Laplaceova operatoru ve tvaru

1 0%u

2 —
Viu =555 (6)

Jde o hyperbolickou parcialni diferencialni rovnici druhého ¥adu. Re$eni takové rovnice
s riznymi fazemi. Proto se tato rovnice resi v kazdém pripadé zvlast. Musime ovSem brat
vuvahu i okrajové podminky a vlastnosti zdroje vIinéni. Obecné typy okrajovych
podminek jsou a) volny okraj, b) vetknuty okraj, c) podepreny okraj [6].

Pri odvozeni stojaté viny na obdelnikové membrané vyjdeme zvlnové rovnice.
Predpokladejme, Ze moédy chvéni maji harmonicky tvar u(x,y,t) = U(x,y)coswt.

Dostaneme Helmholtzovu rovnici [16]
wZ
AU + C_ZU = 0. (7)

Reseni rovnice (7) miizeme uréit, pouze kdyZ zname okrajové podminky. UvaZujme tedy
obdélnikovou membranu s rozméry a X b s pevnymi okraji. Plati U(0,y) = U(a,y) =0
aU(x,0) = U(x,b) = 0.Hledame feSeni ve tvaru U = X(x) Y (y). Rovnice potom prechazi
do tvaru

—+——+=5=0. (8)
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Prvni ¢len je funkci pouze x a druhy ¢len je funkci y. Abychom rovnici (8) splnili, pak
musime prvni dva c¢leny vrovnici nahradit konstantou. Tak dostaneme soustavu

diferencialnich rovnic.

XII Y” 2
—=—ki, —=-kj kde ki+ki== )

c2

Reseni téchto diferencialnich rovnic jsou harmonicka a maji tvar X = A, sink,x, kde
kia=mm aY = A, sink,x, kde k,b = nm; m, n jsou libovolna prirozena ¢isla. Vysledny

tvar stojaté viny na membrané tvaru obdélnika je

— Asi mx . TNy ¢
Upp = ASIN— SiN—== COS Wyn. (10)

Uzlové ¢ary na takové membrané jsou useCky popsané vztahy

=S y="r (1

kde ¢;=1,2,..,m—1 a q,=1,2,..,n—1. Pro frekvence chvéni obdelnikové
membrany s pevnymi okraji plati vztah [16]
fn = 0 = £ [+ 2 (12)

Dvojice ¢isel (m, n) urcuji jednotlivé médy chvéni membrany. Pro kazdou dvojici takovych
Cisel existuje rozdilny obraz stojaté viny na membrané.

U ¢tvercovych desek miize nastat situace, kdy nékteré mody jsou tzv. degenerované.
To znamena, Ze pii jedné frekvenci deska miize kmitat raznymi médy. Pri téchto mdédech
se na desce vytvori dva vzajemné pootocené obrazce o 90° nebo jejich libovolna
kombinace. V pripadé c¢tvercové desky o rozmérech a X a budou napfr. médy (1, 8)
a (8, 1) kmitat se stejnou frekvenci fig = fg1 = \/mc/a podle vztahu (12). Degenerace

modul nastava pouze u desek, které maji soudélné rozméry [16].
1.4 Tenzor deformace a napéti

Kmity desek a membran se z teoretického hlediska zabyva mechanika kontinua, kde
za timto ucCelem zavadime nékteré dalsi veliCiny. Pfi ohybu se deska deformuje tak, Ze jeji

vrstvy se bud’ napinaji, nebo jsou stlacovany k sobé. To znamena, Ze se méni vzdalenosti
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mezi jednotlivymi Casticemi kontinua. Predstavme si desku o tloustce h se stiedem

v pocatku souradnicového systému (X, y, z) podle obrazku 2.

a) b)

Obrazek 2: a) Deska umisténa v soufadnicovém systému, b) ohyb desky, prevzato z [7]

Pokud dojde k ohybu, potom jedina vrstva desky, ktera se nedeformuje, je v jejim stiredu.
Jedna se o rovinu (X, y). Tato rovina se také nazyva neutralni nebo stfednicova. Pro pohyb
bodil v neutralni roviné plati, Ze se premistuji pouze ve sméru osy z[7].

Podle Gustava Roberta Kirchhoffa je reSeni ohybu tenkych desek zaloZeno na nékolika
predpokladech [11]:

1. Stfednicova rovina je minimalné deformovana.

2. Normalova napéti o; jsou vzhledem k napéti ox a oy mala a zanedbavaji se.

3. Ve stiednicové roviné jsou nulova normalova napéti.

Pro predstavu vypoctu tenzoru deformace, uvadime nasledujici citaci ze zdroje [8]:
JPredstavme si vkontinuu néjaky bod P charakterizovany polohovym vektorem
o sloZkdch xi; vjeho blizkosti necht’ se nachdzi jiny bod Q jehoZ poloha bude
charakterizovdna polohovym vektorem o slozkdch xi + dxi. Predpoklidejme dile, Ze
vliivem piisobeni sil prejde bod P do nové polohy P’ urcené vektorem o sloZkdch
Vi @ podobné bod Q prejde do nové polohy Q’ charakterizované polohovym vektorem
o slozkdchyi + dyi. Zména polohy bodu P je urcena vektorem posunuti o sloZkdch ui.

ProtoZe u; je funkci souradnic bodu P, coZ zkrdcené zapiseme Ui = Ui(X), miiZeme pro

posunuti bodu Q priblizné psat

u;(x +dx) = u;(x) + g—:;dxj =u; + duy;.” (13)
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Tenzor deformace je potom popsan rovnici

o= (2w Ouj  Ou duk 14
EU _Z(Oxj+6xl-+6xj axi)' ( )
kde i,j =1,2,3 ax; = x, x, =Yy, x3 = z. ProtoZe ale hodnoty posunuti i hodnoty jejich
derivaci mliZeme povazovat za velmi malé, rovnice (14) prejde do tvaru
e = L(%%i 4 9% (15)
Y 2 ax]' 0x; ’

ktery se nazyva tenzor malé deformace [8].

Pro slozky tenzoru napéti ¢ plati, Ze jsou linedrni kombinaci sloZek tenzoru deformace.

Vztah mezi témito dvéma veli¢cinami pti pruzné deformaci popisuje Hooklv zakon ve

tvaru

0ij = Cijr€rl (16)

kde C;jx; jsou tzv. elastické koeficienty, které vyjadiuji vlastnosti pouzitého materialu.
ProtoZe slozky &, a 0;; jsou slozkami tenzoru, potom také elastické koeficienty musi byt
slozkami tenzoru. Obecné ma tenzor C;j;; 3* = 81 sloZek.

Pokud se jednda o izotropni téleso, pak se pocet slozek elastickych koeficienti
zredukuje na dva, tzv. Laméovy koeficienty A a p. Tyto koeficienty lze vyjadrit pomoci
Youngova modulu pruznosti £ a Poissonova poméru v, ktery je definovan jako pomér

pri¢cného zkraceni k relativnimu prodlouZeni.

~ Asva—zvy T2y

Hookiiv zakon pro izotropni téleso vyjadieny pomoci Laméovych koeficientd bude ve

tvaru
Oij = 151119 + 2/,l€kl, (18)

kde 9 = &, + &y, + £, je prvni invariant tenzoru malych deformaci a §;; je Kroneckertiv
symbol. Tato rovnice se také nazyva zobecnény Hooklv zdkon. Dosazenim A a u do

rovnice (18) vyjadiime sloZky tenzoru napéti jako [7-9]
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B 509+ —— (19)

% = @ Ut e

Jak jsme jiZ zminili, deska se deformuje nejvice v roviné (X, y). Proto vSechny sloZzky
tenzoru napéti sindexem zbudou rovny nule. Diky této skutecnosti a vztahu (19)

miiZeme pro nékteré slozky tenzoru deformace psat
— 0’ gyz = 0 (20)

Ponévadz je tenzor deformace symetricky, pak i slozky ¢,, = ¢, = 0.
Diky podminkam (20) mtzeme posunuti vyjadrit pomoci vychylky pouze v jednom

smeéru, napt. osy z(tedy u; = u) a dale pomoci vztaht (15) a (19). Pro vychylku tedy

piSeme
Ouy _ _Ou 21
9z ox’ @D
Po integraci podle zziskdme vztah
ux=—zg—z+C, (22)

kde Cje integraCni konstanta, ktera se podle okrajovych podminek rovna nule. Stejnym
zplsobem vypocitdme i vychylku ve sméru osy y. Dopocitame zbylé slozky tenzoru

deformace a vyjadrime jeho vysledny tvar

Zazu 2 0%u 0
dx2 dxdy
62u 62u 23
£=|-255, Z552 0 : (23)
v (0%u  9%u
0 0 25(GEt5)

Slozku €, vypocitame z podminky o,, = 0. Pfi derivaci nezalezi na poradi derivovani, proto

Ize zaménit pofadi parcidlnich derivaci. Pro 9 = &y, + &, + &,, potom plati

a%u  9%u
(21/—1)(—ax2 + —ayz)z

v-1)

(24)
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Podle vztahu (19) ur¢ime i tentor napéti

1 [(9%u 0%u 0%u
EWCCTA 0
E 1-v \9x?2 ay? 0xdy
o=—z7— 9%u 1 (Bzu azu) . (25)
1+v —— —_— 0
dxdy 1-v \9y? dx2
0 0

Slozky napéti o, 0,,, odpovidaji ohybovym acinkiim, zatimco slozky o, a g, odpovidaji

smykovym ucinkdim. Slozka a,,, odpovida krouticim ucinkiim [7, 9, 12].
1.5 Ohybovy moment a posouvaci sily

Dal$im dtlezitym aspektem pro vyslednou pohybovou rovnici desky je ohybovy
moment a posouvaci sily. Vyslednice normalového napéti, ktera je integrovana po vysce
desky, se nazyva ohybovy moment M. Jednotlivé vztahy pro slozZky ohybovych momenti

vztaZenych na jednotku délky jsou ve tvaru

h/2 2%u 2%u
My = f—h/Z Oxxz2dz = =D (ﬁ + vﬁ)’
_ rh/2 _ 0%u 2%u
my, = f_h/zayyde— -D (a_yz-l_vﬁ)’ (26)
h/2 2%u
Myy = f—h/z Oxyzdz =—=D(1—-v) 3%3y’

kde D se nazyva ohybova deskova tuhost, ktera je dana vztahem

ER3
= 27
12(1-v2) 27
Podle [12] plati:
__E [(n?_ ,2]0nu 28
Oxz = 2(1-v2) [(2) z ] ax (28)

E h 2 2 d0Au
Oy; = =) —z¢|—
¥ 2(1-v3) | \2 ay

kde Au je zména svislé deformace po vySce prirezu.
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Stejné jako u ohybovych momentli miZeme urcit vztahy pro posouvaci sily @ pro

pripad linedrné pruzného izotropniho materialu jako [12, 13]

(k)2 . n(%u, 9u 29
Qx = f_h/z Ox,dz = =D (ax3 T axayz)' ( )

_ rh/2 i 93u 23u
Qy = f_h/z Oyz dz = —-D (6_3/3 + axzay)'

1.6 Pohybova rovnice desky

Rovnici pro kmity desky lze ziskat odvozenim na zakladé podminek rovnovahy na
diferencidlnim elementu desky. Uved'me rovnici platnou pro desku zizotropniho
materialu.

Uvazujme element desky o rozmérech dx, dy, tloustce h a hustoté p. Podle [11] plati:
»Ohybové momenty My, My jsou vztaZeny na délkovou jednotku a jsou zptisobeny napétimi
ox a 0y. Myy, Myx jsou torsni momenty smykovych napéti oy, oyx. Posouvajici sily (x, @ jsou
rovnéz vztaZzeny na jednotku délky. Pohybovd rovnice elementu je

9%u _ 90y | 90y 30
h6t2_6x+ay' (30)

Dvé momentové rovnice rovnovdhy jsou

ay dx Qy =0, (31)
oMy . OMy,

o Ty & =0

Ze soustavy rovnic (26), (27), (30) a (31) ziskdme pohybovou rovnici desky ve tvaru

22 0%\ (2P %) _ _ pho%u 32
(6x2 + 6y2) (6x2 + 6y2) ~ D at?’ (32)
nebo jinak
v2y2y = — 2o (33)
D ot?’

kdetje ¢as a V2 je Laplaceliv operator. Metody priblizného vypoétu rovnice (33) jsou napt-
Ritzova metoda nebo metoda siti [11].
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Podle [16]: ,Disperzni relace ma tvar w = Ak?, kde A je materidlovd konstanta, takZe
fdzovd a grupova rychlost pricnych vin na tuhé desce jsou c = Ak a v = 2Ak = 2c.
Grupovd rychlost ma stejny smer jako fdzova rychlost ale je dvakrdt vyssi neZ rychlost
fdzovd. Obé rychlosti vsak zdviseji na délce viny.

Pro pevny kloubovy obvod obdelnikové desky a x b vychazi pro frekvence viastnich
kmiti desky vzorec
=2 (5 +5) (s (34)
ktery je analogicky vzorci pro chvéni membrdny. Zde m a n jsou opét modova cisla
1, 2, 3, ... Vpripadé jiného upevnéni desky se vzorec stivdi mnohem komplikovanéjsim,
podobné jako tomu bylo u tuhé tyce.”

Pro frekvence mdédi vibraci kruhové desky podepiené ve stiedu plati tzv. Chladniho

zakon, ktery je ve tvaru
f=C(m+2n)P, (35)

kde Ca pjsou konstanty, které zavisi na vlastnostech desky [14].
Pro zndzornéni obrazcii podle jednotlivych médi jsou na internetu dostupné on-line

generatory. Umoznuji zobrazeni obrazcti jak na ¢tvercové desce, tak i na kruhové. Zde je

odkaz na jeden z nich: https://demonstrations.wolfram.com/ChladniFigures/.
Je zifejmé, Ze teoreticky popis na uUrovni stredoSkolské matematiky i v ramci
zakladniho kurzu fyziky na VS je zna¢né komplikovany, proto se ve druhé kapitole

soustfed'ujeme na experimentalni méreni redlnych desek.
1.7 Obrazce ozvucnych desek

Princip vzniku Chladniho obrazct je dnes vyuzivan pii vyrobé hudebnich nastrojt.
Zakonitosti kmitani desek se vyuZzivaji nejenom k vybéru vhodného materialu na vyrobu
hudebniho nastroje, ale také k jejich tvarovani.
vibrujicich médu. Chladniho obrazce se zpravidla vytvari na desce ve tvaru housli, ktera

je ale rovna. Je to takovy ,prirez” télem housli. Také se studuji pripady, kdy okraje desky

vV
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uzite¢né pro tvarovani desek a celkovou konstrukci housli. Napriklad po obvodu housli je
vyfiznuta malad drazka (anglicky nazyvana purfling), ktera slouzi k lepSimu vibrovani
desek. Ty ptdobi jako by byly na okraji spiSe zavéSené nez upnuté. Pro lepsi prenos
nizsich frekvenci na horni desku housli je pod strunou g umistén basovy tramec. Naopak
pro prenos vysokych frekvenci na desku spodni je pod strunou e umisténa tzv. duse

(drevény Spalicek), ktera spojuje obé desky.

R8RS

284 Hz 499 1190 1887

Obrazek 3: Prvnich sedm mé6di vzduchové dutiny housli, pfevzato z [14]

U kytar desky také vibruji mnoha zptlisoby. Pfi nizkych frekvencich se médy podobaji
modim na obdelnikové desce. Jejich tvar a frekvence zavisi na okrajovych podminkach
a na vyztuhach umisténych uvniti kytary. Tvar obrazci se vyrazné zméni, pokud bude
okraj volny, nebo naopak upnuty ¢i zavéSeny. Zatimco mensi zména nastane pri pridani

nebo posunuti vyztuh v kytare.

SOBBNE

RRSERE

Obrazek 4: Mo6dy kytarové desky bez vyztuh a s volnym okrajem, pievzato z [14]

Chladniho obrazce se rovnéz vyuzivaji u dalsich hudebnich nastrojt jako napft. u bicich
nastrojl, kde jsou pouzivany bubny s membranou, ktera ma upnuty okraj, nebo u klavirt

a varhan.
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Drive se pro znazornéni obrazcl pouzival pisek na desce hudebniho nastroje, ktera
byla rozpohybovana smyc¢cem. V dneSni dobé se soucasnymi technologiemi se spiSe
vyuziva tzv. holograficka interferometrie. Je to optickd mérici metoda, ktera ma vyuZiti
v mnoha oblastech fyziky. Pro méreni je vyuzivan laser s dostate¢nou koheren¢ni délkou,
délice svazku, prostorové filtry (k filtrovani svazku), kolimacni objektivy, rovinna zrcadla
a kamery pro zaznam hologramu. Metoda je zaloZena na interferenci dvou vinéni, ktera
plivodné neexistovala ve stejném Case (je tzv. dvoukrokova). Nejprve kamera zaznamena
hologram ptivodniho stavu télesa, nasledné je téleso rozvibrovano (zméni se jeho stav)
a dojde ke zméné faze. Prvotni hologram je prenesen na deformovany objekt, ¢cimZ se
prekryji oba obrazy, a tam, kde doslo ke zméné, se vytvoii interferen¢ni obraz
(interferogram). Interferen¢ni prouzky na interferogramu znazortuji pohyb povrchu

(kmitny). Vyhoda této metody spociva v zobrazeni zmény interferencnich paprski

v redlném case [10, 14].

Obrazek 5: Vrchni deska kytary zachycena holografickou interferometrii, prevzato z [15]
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2 PRAKTICKA CAST

Cilem praktické casti bylo zjistit frekvence, pti kterych vznikaly Chladniho obrazce.
Prakticka ¢ast prace je rozdélena dle zptisobu méreni. Nejdiive jsme provadéli méreni
pomoci dvou aparatur na konkrétnich deskach ¢tvercového tvaru v laboratori Skolnich
pokusi PrF UP a ,chytrého“ telefonu saplikaci pro generovani frekvenci. Dalsi
experiment v laboratofi byl proveden na konkrétni kruhové desce a jako dopliujici byla
provedena méreni vdomdacim prostredi svyuzitim houslového smycce, abychom si
ovérili moZnost, zda lze pri dosaZeni urcitych frekvenci ziskat Chladniho obrazce i timto
,2puivodnim“ zptisobem.

Prvotni mySlenka, jak vytvorit Chladniho obrazce, byla prikladat bezdratovy
reproduktor ze spodu desky. Nejprve jsme desku rozeznéli smy¢cem a pomoci aplikace
v telefonu jsme zaznamenali spektrum frekvenci. Nejvyraznéjsi hodnoty ze spektra jsme
potom vyuZili pro méfeni s reproduktorem. Praktické méreni vSak prokazalo, Ze vibrace
z reproduktoru se na desku nepienaseji v takové mire, aby se na desce vytvoril obrazec.
Z toho divodu se od pivodni myslenky upustilo a upiednostnil se novy zptisob méieni
pomoci aparatur popsanych v ¢asti 2.1.

K sestaveni aparatur jsme vyuZili bezdratovy reproduktor?, obycejny reproduktor?
s papirovou membranou, zesilova¢ z bézného reproduktoru k PC, zminované desky
z laboratore Skolnich pokusii PfF UP, propojovaci kabely, kabel s konektory 3,5 mm jack
na obou koncich a béZzné dostupné pomticky jako polystyrenové koule, niiZ, tavna pistole
a lepici guma. Inspiraci pro sestaveni aparatur jsme Cerpali z webovych stranek:

https://www.spsnational.org/programs/outreach/chladni-plates-speaker.

2.1 Popis aparatury

Prvni konstrukci tvoril bezdratovy reproduktor, na jehozZ membranu jsme po
odstranéni kovového krytu pomoci tavné pistole upevnili pilku polystyrenové koule

o priméru cca 3 cm. Mensi ¢tvercovou desku z ¢erné lakované oceli o hrané a = 140 mm

1 Bezdratovy reproduktor znacky connectIT® model CI-1227.
2 Reproduktor s oznacenim YD103-01F, odpor 8 Q, vykon 2 W.
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a tloustce h = 1,3 mm jsme shora zapichli do polystyrenu a nasledné prilepili tavnou
pistoli. Pomoci rozhrani Bluetooth doslo k pripojeni mezi reproduktorem a telefonem
znacky Apple s nainstalovanou aplikaci Audio Function Generator, jejiz funkce byly
vyhovujici pro méreni. Nebylo tak nutné pouzivat specidlni tonovy generator

nebo vibrator typu: https://www.ucebnipomucky.net/p/elektromechanicky-vibrator.

Aplikace je volné dostupna z webovych stranek: https://apps.apple.com/us/app/audio-
function-generator/id768229610.

Obrazek 6: Konstrukce s bezdratovym reproduktorem a mensi deskou

Druhd aparatura byla sestrojena obdobné. Namisto bezdratového reproduktoru jsme
pouzili obycejny reproduktor a ctvercovou mosaznou desku s délkou hrany a = 200 mm
a tloustkou h = 0,5 mm piipevnénou k polystyrenu pomoci lepici gumy. V tomto piipadé
doslo k propojeni reproduktoru s telefonem ptes zesilovac reproduktoru. Propojovacimi
kabely jsme spojili reproduktor se zesilovacem a ten jsme piipojili pomoci konektoru
3,5 mm jack k telefonu. Pro zobrazovani obrazcii jsme vyzkousSeli dva sypké materidly,

a to pSenic¢nou krupici a kuchytiskou stl.

Obrazek 7: Obycejny reproduktor s vétsi deskou
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Dlivodem pro zhotoveni druhé mérici soustavy byly vysledky méreni provedenych
prvni mérici soustavou. Pti pouzivani bezdratového reproduktoru s mensi silnéjsi deskou
jsme namérili pouze nékolik hodnot frekvenci, pti kterych vznikaly zakladni jednoduché
obrazce. Dlivodem mohla byt zvolena mala deska z demonstracni sady a jeji ohnuty roh,
ktery méreni téZ mohl ovlivnit, nebo Spatné nalepeni polystyrenu na okraj membrany.
Z tohoto dlivodu jsme pristoupili k sestaveni druhé aparatury, abychom ziskali slozitéjsi

Chladniho obrazce.
2.2 Postup méreni

Pfed samotnym mérenim frekvenci jsme vzdy nejprve vyvazili desku pomoci
vodovahy, aby byla vodorovna. V piripadé nerovnosti jsme papirem podlozili reproduktor,
ke kterému se nasledné pripojil telefon. Na desku jsme nasypali pseni¢nou krupici nebo
kuchyniskou siil. Pomoci nainstalované telefonni aplikace Audio Function Generator a jeji
funkce ,Frequency sweep“ jsme nejdiive promérovali spektrum frekvenci od 0-100 Hz,
100-200 Hz vzestupné aZ do hodnoty 1000 Hz. Kazdy usek se méril po dobu 60 vtetin. Pri
tomto méreni jsme provadéli zaznamy hodnot frekvenci, kdy se na povrchu desky
rozpohybovala krupice nebo stl a nasledné se vratili k poznamenanym hodnotam
a promérovali uzsi intervaly frekvenci. Potom probéhlo pozorovani, pti které frekvenci se
obrazce tvori nejlépe. Timto zplisobem jsme urcili vSechny vysledné namérené hodnoty
u obou aparatur.

Méfeni jsme nejprve provadéli s psSeni¢nou Krupici. Pfi praktickém meéreni
a pozorovani jsme ovSem zjistili, Ze jeji jemnéjsi struktura zanechava prachové castice,
které v nékterych pripadech méreni rusili vzor obrazcii, coz bylo vice znatelné na cerné

desce. Pri pouZiti kuchynské soli na Cerné desce byly obrazce patrné;jsi.
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Obrazek 8: Aplikace Audio Function Generator s funkci generovani frekvenci (vlevo) a ,Frequency sweep“

(vpravo)

2.3 Vysledky méreni

Vzniklé obrazce na deskach jsme dokumentovali pomoci telefonu. Ziskané snimky pak
pomoci programu Zoner Photo Studio X upravili v pocitaci tak, aby uzlové ¢ary byly co
nejzietelnéjsi. Toho jsme docilili snizenim jasu, a naopak zvySenim kontrastu. Naslednym
prevedenim fotografie na negativ a zobrazenim pouze v odstinech Sedé barvy. Pomoci
opétovné upravy jasu a kontrastu (popft. bilého a ¢erného bodu), bylo dosazeno zvySené
viditelnosti obrazct. Ofiznutim fotografie byly odstranény nezadouci plochy a ziistala tak

zobrazena pouze deska s obrazcem. Priklad originalni a upravené fotografie je uveden na

obrazku 9.

Obrazek 9: Originalni fotografie obrazce (vlevo) a upravena fotografie obrazce (vpravo)
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2.3.1 Méreni v laboratori

Pti méreni s bezdratovym reproduktorem a Cernou c¢tvercovou deskou, jsme namérili
pouze Ctyri frekvence, pti nichZ obrazce vznikaly. Tyto namérené obrazce i s frekvencemi
zobrazuje obrazek 10.

V nékterych pripadech, kdy jsme experimentalné zjist ovali vlastni frekvence, ptinichz
se vytvareji Chladniho obrazce, byla pozorovdna zména amplitudy kmiten i pri rozdilu
nékolika desetin hertze. SnaZili jsme se tedy urcit hodnotu vlastni frekvence tehdy, kdy

byl obrazec nejzietelné;jsi.

a) 168,6 Hz b) 238,9 Hz ¢) 333,5 Hz

d) 779,3 Hz

Obrazek 10: Obrazce na ¢erné ¢tvercové desce

Na obrazku 10 si miizeme povSimnout, Ze nékteré obrazce naSeho méreni se shoduji
s obrazci zjiSténé primo Chladnim, které uvadime v teoretické ¢asti na obrazku 1. Jedna
se o obrazce 10a, 10b a 10d.

Méreni s mosaznou deskou bylo podstatné tspésnéjsi. Diky vétsi velikosti desky se

nam zobrazovalo vice obrazcli neZ na desce cerné a také byly vice sloZité. Polystyren byl
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umistén na membrané reproduktoru bliZe kjeho stfedu, dochazelo tedy klepSimu

prenosu vibraci na desku.

& X

¥

i ;'t ¥7

Obrazek 11: Umisténi polystyrenu na membrané obycejného reproduktoru

Celkem jsme naméftili 20 hodnot vlastnich frekvenci. Hodnoty namérenych frekvenci,
pri nichZ vznikaly zietelné obrazce, nepiesahly hodnotu 1 kHz. Pii experimentech

v v/

s hodnotami vy$simi nez 1000 Hz se uZ neprojevovaly vyrazné zmény na povrchu desky.
V ptripadé méreni s mosaznou deskou jsme dokazali experimentalné najit pouze jeden
obrazec shodny s obrazcem E. Chladniho a tim je obrazec 12c, ktery se vytvoril i na mensi

ocelové desce.

a) 91,9 Hz b) 145,5 Hz c) 156 Hz
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j) 553,2 Hz k) 595,2 Hz ) 615,6 Hz
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n) 648,8 Hz 0) 699,5 Hz

p) 725,6 Hz q) 886 Hz r) 916,1 Hz

o Ny
."‘l;». ‘j

3

$) 924,4 Hz t) 981 Hz

Obrazek 12: Obrazce na mosazné ¢tvercové desce

Jeden z vyslednych obrazcii jsme podrobili experimentu, kdy k jednomu rohu desky
(pravy horni roh) byla pripnuta kancelafska sponka. Pokus jsme realizovali u jedné

frekvence (725,6 Hz) a pozorovali, do jaké miry se obrazec zméni.
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Obrazek 13: a) ptvodni obrazec, b) deformovany obrazec

Na obrazku 13 miiZzeme vidét zménu, kterd nastala predevSim na pravé casti desky.
Z ptivodniho obrazce se stal symetrictéjsi utvar.

Dalsi experiment tvorby obrazcii jsme provadeéli na desce jiného tvaru. V laboratofi
Skolnich pokusti PF UP byla k dispozici i cerna ocelova kruhova deska z demonstra¢ni
sady. Tu jsme opét pripevnili k polystyrenové polokouli na reproduktoru, jako tomu bylo
u druhé aparatury. Vyuzili jsme tedy obycCejny reproduktor a postupovali pri méfeni
shodnym zptisobem. Na kruhové desce bylo zajimavé pozorovat frekvence v rozsahu
200-225 Hz. V tomto intervalu frekvenci se na desce zobrazilo hned nékolik obrazci.
Nejlépe byly viditelné pri pouZziti aplikace v telefonu s funkci Frequency sweep a opét
jsme béhem 60 vterin proméfrili toto spektrum hodnot. Cely proces jsme zaznamenali na

video: https://www.youtube.com/watch?v=4R6d130PzE0Q. Zména obrazci byla, diky

velmi blizkym frekvencim, tak rychla, Ze se nam nepodarilo vérohodnym zptsobem
zdokumentovat jednotlivé obrazce. Krupice se velmi rychle dostavala z povrchu desky
pry¢, a proto se nepodarilo obrazce zachytit. Na kruhové desce jsme tedy dokazali namérit

pouze dvé frekvence.

a) 216,1 Hz b) 785,2 Hz

Obrazek 14: Obrazce na ¢erné kruhové desce
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2.3.2 Méreni vdomacim prostredi

Na zakladé teorie, kterou jsme jiz zminovali v kapitole 1.7, ktera popisuje vyuZiti
Chladniho obrazctli pti vyrobé hudebnich nastrojti, jsme v domacim prostiedi provedli
pokusy s houslemi velikosti 4/4 a klasickou kytarou. Pro méreni jsme zvolili vzhledem
k tmavé barvé laku obou hudebnich nastrojli jako posypovy material pSeni¢nou krupici,
stl nebo kuskus. Méreni bylo provadéno pouze na spodni desce nastroje, protoZe na
vrchnich deskach by ¢astice posypového materialu mohly padat dovniti nastroje, cemuz
jsme se snazili predejit. V kone¢ném disledku se nejvice osvédcil kuskus, ktery byl
vzhledem k lakovanym povrchlim nejzietelnéjsi.

Prvni problém pri experimentu bylo uchyceni nastroje. S pomoci dalsi osoby, ktera
nastroj drZela tak, aby byl ve vzduchu a zaroven se dotykala co nejmensi plochy, jsme
rozeznivali struny na nastroji smyc¢cem. U housli se material na povrchu desky nejvice
pohyboval pti frekvenci 440 Hz. U kytary tomu tak bylo pfi frekvenci 165 Hz. Jedinym
jevem, co jsme mohli pozorovat byl presun sypkého materialu na okraj desky, kde se
shlukoval po jeho celém obvodu. Nepatrné obrazce ¢ar i na dal$ich ¢astech se béhem par
vterin rozprostrely do okraji desek. Tyto neuspésné vysledky pripisujeme piedevsim
problému uchyceni, jeho vodorovnosti a pevnosti a dal$i vyznamny rozdil je, Ze se jednalo
o zhotovené hudebni nastroje jejichZ desky jsou prohnuté. Domnivame se, Ze to byly

dlivody, proc se obrazce nevytvarely.

Obrazek 15: Obrazce na a) houslich a b) kytare

Posledni méfeni jsme provedli pomoci pomiicek zobrazenych na obrazku 16,

houslového smycce a pSeni¢né krupice. Jednalo se o kovové Spachtle bézné vyuZivané
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v domacnosti napriklad k sadrovani. Pomoci Sroubovaciho drzaku jsme Spachtle uchytili
na jedné strané k psacimu stolu. Vtomto ptipadé jde tedy o experimenty s deskami
uchycenymi na jedné strané, a ne podepienymi v jejich stredu. K dispozici jsme méli dvé
velikosti desek, jejichZ kovovou ¢ast rozeznivaly pohyby houslového smycce. Pro urceni
vlastni frekvence jsme nejprve ,zahrali“ smy¢cem na Spachtli. Frekvence tont byla nizsi u
volného okraje. Tedy pribliZovanim smycce k upevnénému okraji jsme mohli slySet vyssi
frekvence. Pfi opakovani tahii na stejném misté jsme zietelné slySeli danou frekvenci, pri
niz vznikal obrazec. Podle sluchu jsme odhadli vlastni frekvenci tak, Ze pomoci aplikace
v telefonu jsme volili hodnoty blizké vlastni frekvenci. Vtomto okamZiku byly slySet
zaznéje. Dale jsme se tedy priblizovali k vlastni frekvenci, dokud zaznéje slySet nebyly.

Tak jsme urcili pribliznou hodnotu vlastni frekvence.

Obrazek 16: Drzak na upevnéni a dvé velikosti Spachtli

Uchyceni obou Spachtli je v horni ¢asti obrazku. Na vétsi Spachtli se ndm podarilo zachytit

dva obrazce.

a) 902 Hz b) 4699 Hz

Obrazek 17: Obrazce na vétsi Spachtli
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Kovova ¢ast mensi Spachtle byla v horni poloviné trochu znecisténd, proto jsou obrazce

v této ¢asti v horsi kvalité.

a) 1553 Hz b) 3250 Hz ¢) 3650 Hz d) 4400 Hz

Obrazek 18: Obrazce na mensi Spachtli

Na obrazcich Spachtli mizeme vidét, Ze na volnych okrajich prevazuji kmitny a v misté
upevnéni uzly. Nejlépe je to patrné u vétsi Spachtle na obrazku 17. Lze také pozorovat, Ze
na rozdil od desek upevnénych uprostied je rozloZeni zretelné vjednom sméru
asymetrické.

U tohoto posledniho méteni lze pozorovat obrazce pti vysokych frekvencich. I presto,
zZe se jednalo o béZné domaci potreby a bylo pouzito mechanického nastroje, podarilo se

zachytit zajimavé Chladniho obrazce.
2.4 Urceni mdédovych cisel

Pro urceni médovych cisel nékterych experimentalné zjiSténych obrazcii jsme vyuzili
internetovy on-line kalkulator Desmos, zaloZeny na multiplatformnim dynamickém
softwarovém prostiedi GeoGebra, ve kterém jsme zadali rovnici uzli na ¢tvercové desce
o rozméru a podepiené uprostred ve tvaru vychazejici z analogie k rovnici (10). Rovnice

(36) je prevzata z [5]

Acos (%) cos (%) + B cos (%) cos (%) =0, (36)

kde lze libovolné ménit hodnoty 4, B,a, man. Cislaman jsou hledand médova Cisla, ktera

byla urcena tehdy, kdyZ se vymodelovany obrazec shodoval s namérenym obrazcem.
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Timto zplisobem jsme urcili mdédova ¢isla pouze u jednodussich obrazci. Odkaz na

on-line kalkulator se zadanou rovnici: https://www.desmos.com/calculator/flki7fzjwp.

Pro ocelovou Ctvercovou desku o hrané a = 0,14 m jsme urcili médova cisla u tfi

obrazcii (zapsany jsou pod obrazcem jako dvojice ¢isel (m, n)).

(1,0) 11
Obrazek 19: Médova ¢isla pro hodnoty A= B=1

(1,0)
Obrazek 20: Médova cisla pro hodnoty A= 1, B=-1

Modely obrazcii na obrazku 19 odpovidaji experimentalné ziskanym na obrazku 10c
a 10d. Model na obrazku 20 odpovida namérenému obrazci 10b.

Pro mosaznou ¢tvercovou desku o hrané a = 0,2 m jsme urcili médova cisla u Sesti
obrazcli. Obrazek 21 vyjadiuje modely k experimentalnim obrazciim s oznacenim 12c,

12k a 12t.

(11 (1,2) (2,3)
Obrazek 21: Médova Cisla pro hodnoty A=0, B=1
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(2,0) 1,2)
Obrazek 22: M6dova Cisla pro hodnoty A= 1, B=-0,5

(1,2)
Obrazek 23: M6dova ¢isla pro hodnoty A=1, B=0,5

Namérené obrazce s oznacenim 12d a 12i odpovidaji modeltim na obrazku 22, obrazec

12h zachycuje model zobrazeny na obrazku 23.
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ZAVER

Pro experimentalni méreni jsme sestrojili dvé aparatury se dvéma deskami jinych
rozmeéri. Na mensi cerné ¢tvercové desce jsme namérili pouze Ctyti vlastni frekvence, pii
nichz vznikaly vyrazné;jsi obrazce. Divodem malého mnozstvi namérenych frekvenci, pri
nichz se obrazce tvori, mohla byt tloustka desky, jeji ohnuty roh nebo Spatna konstrukce
aparatury. Pii méreni s cernou deskou jsme nejprve pro zobrazovani pouzivali pSeni¢nou
krupici, ktera vytvarela nezadouci prachové ¢astice. Na zakladé ziskanych poznatki jsme
zkonstruovali druhou aparaturu s rozmeérové vétsSi mosaznou deskou, ktera byla tendci.
Pro zobrazovani jsme pouzivali kuchynskou sil, kterd neni tak jemna jako krupice
a obrazce zobrazené pomoci tohoto posypového materialu tak byly patrnéjsi. Prachové
Castice z pSeni¢né krupice byly ruSivym elementem, a to predevsSim na cerné desce. Na
mosazné desce jsme namérili podstatné vice vlastnich frekvenci a podatilo se nam tak
ziskat nékolik zajimavych, velmi dobfe zobrazenych, Chladniho obrazcl. VyzkouSené
a ovérené experimenty mohou slouZit i ve vyuce na PfF UP (napft. v predmétu Fyzika 2
urc¢eného pro studenty chemickych oborti a studenty optometrie).

Teoreticka ¢ast uvadi rovnici stojaté viny na kmitajici desce. Pomoci této rovnice a on-
line kalkulatoru Desmos jsme urcili médova Cisla m a n nékterych obrazcli namérenych
v laboratori. BohuZel se ndm podarilo najit pouze nékolik téchto ¢isel, a to predevsim
u jednoduchych obrazcii. Pfi modelovani slozitéjSich utvarti bychom museli volit jiné
hodnoty 4, B. Nase hodnoty jsme volili z mnoziny cisel {-1; -0,5; 0; 0,5; 1}. Je zfejmé, Ze
tvar jednoduchych obrazc Ize popsat i pomérné jednoduchou podminkou (35),
zahrnujici goniometrické funkce stfedo$kolské matematiky. ReSeni goniometrické
rovnice lze pak provést numericky pomoci vhodného software.

Nakonec jsme provedli méreni vdomacim prostfedi pomoci domacich potieb
a houslového smycce. Takové experimenty povazujeme za inspirativni a vhodné
napriklad pro vyuku na stfedni Skole, kde Zaci mohou ziskat predstavu o tom, jak ,vypada“
kmitani na desce. O Chladnim bylo receno, Ze zviditelnil tony. Stejného vysledku by Zaci

mohli dosahnout ve skole nebo v domacim prostredi.
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