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Úvod
Øe¹ení fyzikální úlohy má obvykle dvì samostatné èásti { obecnou a numeric-kou. V obecné èásti sestavíme na základì vhodných fyzikálních zákonù potøebnérovnice a z nich matematickými úpravami dojdeme ke vztahùm, které vyjadøujíhledané velièiny pomocí velièin daných a rùzných konstant. V numerické èástido tìchto vztahù pak dosadíme èíselné hodnoty daných velièin a konstant a zís-káme èíselné hodnoty hledaných velièin, které doplníme pøíslu¹nými jednotkami.V ménì pøehledných úlohách bychom nemìli zapomenout na rozmìrovou zkou¹ku.V praxi se v¹ak èasto setkáváme s úlohami, jejich¾ øe¹ení vede k transcendent-ním nebo diferenciálním rovnicím, je¾ neumíme øe¹it elementárními prostøedky(analyticky), nebo je toto øe¹ení velmi obtí¾né. Tyto úlohy jsme pak nuceni doøe¹itnumericky.Konkrétní numerické øe¹ení lze získat nìkolika zpùsoby. Nejsnaz¹í je pou¾ítprogram, pterý pøímo numerické øe¹ení rovnic umo¾òuje, napø. Maple, Mathema-tika, Matlab nebo volnì ¹iøitelný program GNU Octave (pou¾ívá pøíkazy shodnénebo velmi podobné Matlabu a stáhnout ho lze napø. na jeho domovských strán-kách http://www.che.wisc.edu/octave/).Cílem mé diplomové práce je sestavit sbírku øe¹ených fyzikálních úloh urèe-ných ¾ákùm støedních ¹kol, je¾ je tøeba doøe¹it numericky, doplnìnou o pøehledzákladních numerických metod. Nìkteré z úloh jsou øe¹eny více metodami, abybylo mo¾no srovnat rychlost konvergence jednotlivých postupù.Jednotlivé úlohy jsou øe¹eny s vyu¾itím programu GNU Octave. Z dùvoduvìt¹í pøehlednosti jsou pouze nìkteré z úloh doplnìny výpisem programu provýpoèet v GNU Octave. Kompletní výpisy programù ke v¹em øe¹eným úlohámobsahuje pøilo¾ené CD, které je nedílnou souèástí mé diplomové práce.Práce je rozdìlena na dvì èásti { Numerické øe¹ení trancendetních rovnic a Nu-merické øe¹ení diferenciálních rovnic. První èást obsahuje celkem devìt øe¹enýchúloh, které bylo tøeba doøe¹it nìkterou z numerických metod, druhá èást obsahuje¹est úloh na dynamické modelování pohybù.
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Sbírka je urèena pøedev¹ím pro uèitele a ¾áky støedních ¹kol se zájmem o fy-ziku. Pøedpokládám, ¾e by mohla být vyu¾ita pøedev¹ím k práci s talentovanými¾áky { napø. ve fyzikálních semináøích èi krou¾cích. Zajisté pomù¾e i øe¹itelùmfyzikální olympiády.
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Èást I
Numerické øe¹ení

trancendentních rovnic
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Kapitola 1
Pøibli¾né metody pro øe¹ení
nelineárních rovnic
1.1 Bolzanova vìta
V této kapitole si uká¾eme nìkteré metody pro pøibli¾ný výpoèet jednoho reálnéhokoøene rovnice f(x) = 0na intervalu (a; b) za pøedpokladu, ¾e rovnice f(x) = 0 má na tomto intervalureálné øe¹ení.
Vìta 1.1.1 (Bolzanova): Nech» f je funkce spojitá na intervalu ha; bi. Mají-lièísla f(a) a f(b) rùzná znaménka, tj. f(a) � f(b) < 0, pak existuje alespoò jedenbod x� 2 (a; b) v nìm¾ platí f(x�) = 0.

Pokud bude zaruèeno, ¾e daná funkce je na intervalu ha; bi rostoucí neboklesající, existuje takový bod x� právì jeden.Budeme se tedy zabývat otázkou, jak nalézt bod x� 2 (a; b) takový, abyf(x�) = 0.Metody, které zde popí¹eme, patøí mezi iteraèní metody. Jejich princip spoèíváv tom, ¾e vedou k vytvoøení tzv. iteraèní posloupnosti fxng takové, ¾e lim xn = x�.Výpoèet této limity v¹ak vìt¹inou není mo¾ný a proto se tato limita nahrazujevhodným k-tým èlenem iteraèní posloupnosti tak, aby platilo
jx� � xkj < ";

kde " je pøedem dané kladné èíslo (po¾adovaná pøesnost øe¹ení rovnice).
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Podle zpùsobu konstrukce iteraèní posloupnosti budeme rozli¹ovat rùzné me-tody øe¹ení. Výbìr konkrétní metody závisí na vlastnostech funkce f na intervalu(a; b).
1.2 Metoda pùlení intervalu (metoda bisekce)
Metoda pùlení intervalu je jedna z formálnì nejjednodu¹¹ích metod. Její výhodouje velice jednoduchá konstrukce iteraèní posloupnosti a minimální po¾adavkyna funkci f . Nevýhodou je pak malá rychlost konvergence iteraèní posloupnosti(pro dosa¾ení vìt¹í pøesnosti øe¹ení je nutno nalézt velký poèet èlenù iteraèníposloupnosti).Lze ji pou¾ít, jestli¾e funkce f = f(x) je spojitá na intervalu ha; bi a rov-nice f(x) = 0 má v intervalu ha; bi alespoò jeden reálný koøen, tj. jestli¾e platíf(a)f(b) < 0.Z Bolzanovy vìty 1.1.1 víme, ¾e potom existuje x� 2 (a; b) tak, ¾e f(x�) = 0,tj. rovnice f(x) = 0 má na intervalu (a; b) alespoò jeden reálný koøen. Iteraèníposloupnost fxkg budeme konstruovat následujícím zpùsobem. Najdeme støed

Obrázek 1.1: Metoda pùlení intervalu
intervalu (a; b) (viz obrázek 1.1):

x1 = a+ b2 :
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Je-li f(x1) = 0, je x� = x1 a náhodnì jsme nalezli hledaný koøen rovnice f(x) = 0.V opaèném pøípadì ze dvou vzniklých intervalù (a; x1) a (x1; b) vybereme ten, nakterém mají funkèní hodnoty funkce f v krajních bodech intervalu opaèná zna-ménka. Takový interval existuje právì jeden a opìt podle Bolzanovy vìty 1.1.1víme, ¾e hledaný koøen rovnice bude le¾et v tomto intervalu. Støed tohoto inter-valu oznaèíme x2 a ze dvou vzniklých intervalù opìt vybereme ten, na kterém majífunkèní hodnoty funkce f v krajních bodech intervalu opaèná znaménka. Taktopostupnì vytvoøíme prvních k èlenù iteraèní posloupnosti x1; x2; x3; : : : ; xk.Èleny této posloupnosti tedy tvoøí v¾dy støedy intervalù, jejich¾ délky se po-stupnì zkracují na polovinu pøedchozího intervalu. Celý proces pùlení intervaluukonèíme, jakmile délka posledního intervalu bude men¹í ne¾ 2". Pøesné øe¹enírovnice f(x) = 0 potom budeme aproximovat støedem tohoto posledního inter-valu.
1.3 Metoda teèen (Newtonova metoda)
Newtonova metoda øe¹ení rovnice f(x) = 0 patøí mezi metody, ve kterých jsoukladeny vìt¹í po¾adavky na funkci f , ale její výhodou je vìt¹í rychlost konver-gence iteraèní posloupnosti (pro dosa¾ení vìt¹í pøesnosti øe¹ení nám staèí relativnìmen¹í poèet èlenù iteraèní posloupnosti). Vlastnosti iteraèní posloupnosti jsou zá-vislé na volbì prvního èlenu této posloupnosti. Pøi nesprávnì zvoleném prvnímèlenu iteraèní posloupnosti se mù¾e stát, ¾e tato posloupnost vùbec nebude kon-vergovat k hledanému bodu x�.Pøedpokládejme, ¾e funkce f je spojitá na intervalu ha; bi a navíc má natomto intervalu spojitou první a druhou derivaci f 0 a f 001. Pøedpokládejme dále,¾e tyto derivace na celém intervalu (a; b) nemìní znaménko, tj. 8x 2 (a; b) jef 0(x) 6= 0 a f 00(x) 6= 0. Funkce f je tedy na celém intervalu (a; b) stále rostoucí(nebo klesající) a konvexní (nebo konkávní). Tak jako v pøedchozích pøípadech jef(a) � f(b) < 0.(Tato podmínka, spoleènì s monotóností funkce f , nám zajistí, ¾e na intervalu(a; b) existuje právì jeden bod x� 2 (a; b) tak, ¾e f(x�) = 0, tj. rovnice f(x) == 0 má na intervalu (a; b) právì jeden reálný koøen.) Potom platí právì jedna1Bli¾¹í informace o derivaci funkce studenti støedních ¹kol naleznou napø. v uèebnici Mate-matika pro gymnázia { Diferenciální a integrální poèet, Prometheus, Praha 2002
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z následujících nerovností [1]
f(a)f 00(a) > 0, resp. f(b)f 00(b) > 0: (1.1)Za první èlen iteraèní posloupnosti x1 zpravidla volíme ten z krajních bodù inter-valu ha; bi, ve kterém je tato nerovnost splnìna. Dal¹í èleny iteraèní posloupnostipak získáme pomocí následujícího postupu (viz obrázek 1.2):

Obrázek 1.2: Urèení koøene metodou teèen
Ke grafu funkce vedeme v bodì �x1; f(x1)� teènu. Tato teèna protne osu xv bodì x2. Zvolíme-li x1 tak, aby byla splnìna podmínka (1.1), bude x2 2 (a; b).Zøejmì platí f(x1)� 0 = f 0(x1) � (x1 � x2);tedy x2 = x1 � f(x1)f 0(x1) :Nyní celý proces opakujeme: Bodem �x2; f(x2)� vedeme teènu ke grafu funkcef a tato teèna protne osu x v bodì x3. Opakováním tohoto postupu získámeprvních k èlenù iteraèní posloupnosti. Obecnì

xk = xk�1 � f(xk�1)f 0(xk�1) :Pro vìt¹í k se ka¾dou iterací zdvojnásobuje poèet platných desetinných míst apro-ximace koøene. Proces proto zastavíme, kdy¾ pro pøedem dané " > 0 bude platit
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jxk � xk�1j < ". Pøesné øe¹ení rovnice f(x) = 0 potom budeme aproximovatposlední nalezenou hodnotou xk.
1.4 Metoda tìtiv (regula falsi, lineární interpo-lace)
Tato metoda patøí, podobnì jako metoda pùlení intervalu, mezi jednoduché me-tody.Pøedpokládejme, ¾e funkce f je spojitá, monotónní na intervalu (a; b) a nemáv tomto intervalu inexní bod. Nech» platí f(a) � f(b) < 0. Podle Bolzanovyvìty 1.1.1 máme tedy opìt zaji¹tìnu existenci bodu x� 2 (a; b) tak, ¾e f(x�) = 0.Víme, ¾e najít bod x� vlastnì znamená najít prùseèík grafu funkce y = f(x)a osy x. Princip vytváøení iteraèní posloupnosti v této metodì spoèívá v tom,¾e graf funkce y = f(x) budeme postupnì na pøíslu¹ném intervalu nahrazovatúseèkou a budeme hledat prùseèík této úseèky s osou x.Body �a; f(a)� a �b; f(b)� le¾í ve vzájemnì opaèných polorovinách vzhledemk ose x. Proto úseèka s tìmito krajními body protíná osu x v bodì (x1; 0).

Obrázek 1.3: Metoda regula falsi
Z podobnosti trojúhelníkù plyne (viz obrázek 1.3)

x1 � a0� f(a) = b� af(b)� f(a) ;
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odkud po úpravì dostaneme vztah pro aproximaci koøene
x1 = af(b)� bf(a)f(b)� f(a) :

Je-li f(x1) = 0, je x� = x1 a náhodnì jsme nalezli hledaný koøen rovnicef(x) = 0. V opaèném pøípadì ze dvou vzniklých intervalù (a; x1) a (x1; b) vybe-reme ten, na kterém mají funkèní hodnoty funkce f v krajních bodech intervaluopaèná znaménka. Takový interval existuje právì jeden a opìt podle Bolzanovyvìty 1.1.1 víme, ¾e hledaný koøen rovnice bude le¾et v tomto intervalu. Stejnýmzpùsobem, jako jsme na intervalu (a; b) nalezli bod x1, sestrojíme na vybranémintervalu bod x2 a celý postup opakujeme.Takto postupnì vytvoøíme prvních k èlenù iteraèní posloupnosti. Proces ukon-èíme napøíklad podmínkou f(xk) < �, kde � je daná kladná konstanta. Pro odhadchyby platí [6] jxk � x�j � f(xk)m ; m = minx2(a;b) jf 0(x)j:Chceme-li tedy provést výpoèet koøene s danou pøesností, musíme ji nejprvez pøedchzího vztahu dopoèítat. Pøesné øe¹ení x� rovnice f(x) = 0 potom aproxi-mujeme poslední nalezenou hodnotou xk.
1.5 Metoda prosté iterace
Velmi obecnou metodou je iteraèní metoda. Princip metody vychází z následujícívìty [6]:Vìta 1.5.1 Nech» funkce ' je na nìjakém intervalu ha; bi spojitá a má tyto vlast-nosti:(a) 8x 2 I : '(x) 2 I (funkce ' zobrazuje I do sebe),(b) 9q 2 h0; 1) : ��'(x)� '(y)�� � qjx� yj 8x; y 2 I.
Potom

1. v intervalu I existuje právì jeden (reálný) koøen � rovnice x = '(x),
2. posloupnost fxkg1k=1 urèená vztahem xk = '(xk�1) konverguje pro ka¾déx0 2 I a limk!1xk = x�.
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Podmínky (a), (b) z vìty 1.5.1 jsou postaèujícími podmínkami konvergencemetody prosté iterace. Pro diferencovatelnou funkci ' lze podmínku (b) nahraditpodmínkou:(b') 9q : ��'0(x)�� � q < 1 8x 2 I.Algoritmus metody prosté iterace je tedy následující:Danou rovnici f(x) = 0 vyjádøíme ve tvaru x = '(x) (bývá vìt¹inou nìkolikmo¾ností) a urèíme interval I, tak aby funkce ' i interval I splòovaly pøedpokladyvìty 1.5.1. Zvolíme èíslo � > 0 a poèáteèní aproximaci x0 2 I. Dal¹í aproximaceurèíme z iteraèni formule
xk = '(xk�1); k = 1; 2; 3; : : : :

Bude-li jxk � xk�1j � �, hledáme dal¹í aproximaci, v opaèném pøípadì výpoèetzastavíme a xk pova¾ujeme za aproximaxi koøene x�.Pro odhad chyby metody prosté iterace platí [6]
jxk � x�j � q1� q � ( = "):

Konkrétní algoritmy jednotlivých metod jsou uvedeny v úloze 1.
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Kapitola 2
Úlohy vedoucí na transcendentní
rovnice
Úloha 1.
Kometa Hale-Bopp objevená 23. èervence 1995 prolétla 1. dubna 1997 periheliemve vzdálenosti 0;9141 AU od Slunce. Hlavní poloosa její trajektorie mìøí 187;8 AU.V jaké vzdálenosti od Slunce se nacházela v dobì objevení a jakou rychlostíse pøitom pohybovala? Za jakou dobu od prùletu periheliem se bude kometanacházet ve vedlej¹ím vrcholu trajektorie [5]?
Øe¹ení:K øe¹ení úlohy je nejprve tøeba odvodit Keplerovu rovnici.Zavedeme vzta¾nou soustavu tak, aby poèátek le¾el ve støedu centrálního tì-lesa, tedy v ohnisku eliptické trajektorie, kladná poloosa x procházela støedemtrajektorie a pericentrem P a osa y byla rovnobì¾ná s vedlej¹í poloosou elipsy(viz obrázek 2.1). Za dobu t od prùchodu pericentrem vyplní prùvodiè tìlesa èástelipsy omezenou obloukem PX a úseèkami XF a FP . Tento obrazec mù¾eme zís-kat oddìlením trojúhelníka SFX0 od kruhové výseèe SPX0 a zmen¹ením zbytkuve smìru osy y v pomìru b : a. Ze zákona zachování momentu hybnosti La = Lpplyne vara = vprp;kde rp = a� e a ra = 2a� rp. Ze zákona zachování energie dostáváme12mv2a � {mMra = 12mv2p � {mMrp ;
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Obrázek 2.1: K odvození Keplerovy rovnice
kde M je hmotnost centrálního tìlesa (v na¹em pøípadì Slunce). Po dosazení zava ze zákona zachování momentu hybnosti pak postupnì dostáváme12mv2p r2pr2a � {mMra = 12mv2p � {mMrp ;

{Mra � rprpra = 12v2p�r2a � r2pr2a
� ;

vp = s 2{Mra + rp rarp : (2.1)
Plo¹nou rychlost lze pak vyjádøit ve tvaru

vS = 12vprp = a� e2 r{Ma a+ ea� e = 12r{Ma (a2 � e2) = b2r{Ma :
S vyu¾itím posledního vztahu mù¾eme obsah plochy opsané prùvodièem za dobu tvyjádøit jako

S = vSt = b2r{Ma t = ab2 E � 12 be sinE ;kde E je excentrická anomálie bodu X. Udáváme ji v radiánech. Vynásobíme-livztah výrazem 2ab , dostaneme tzv. Keplerovu rovnicir
{Ma3 t = E � ea sinE;
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neboli E � " sinE �Qt = 0; (2.2)
kde " = ea je relativní excentricita a Q =r

{Ma3 .Tato rovnice je tzv. transcendentní rovnice, kterou neumíme vyøe¹it elemen-tárními prostøedky (analyticky). Pokusíme se tedy nalézt alespoò její pøibli¾nénumerické øe¹ení. Keplerovou rovnicí je excentrická anomálie urèena implicitnì.Je to rovnice typu f(t; E) = 0 a její øe¹ení pro zvolené t musíme provést nì-kterou z pøibli¾ných numerických metod. Pro t 2 (0; T ) je výraz Qt z intervalu(0; 2�) a také E je v intervalu (0; 2�). Známe-li E, vypoèítáme souøadnice bodùtrajektorie v èase t podle vztahù
x = a cosE � e; y = baa sinE = b sinE: (2.3)

Nyní se vrátíme ke kometì Hale-Bopp. Vypoèítáme relativní excentricitua délku vedlej¹í poloosy trajektorie
" = ea = a� rpa = 0;995 13; b = pa2 � e2 = 18;51 AU:

Od objevení komety do prùletu periheliem uplynulo 618 � 24 � 3 600 s. Tento èasa hodnoty a = 2;809 5 � 1013 m a M = 1;989 1 � 1030 kg dosadíme do Keplerovyrovnice (2.2) a upravíme ji na tvar
E � 0;995 13 sinE � 0;004 130 7 = 0: (2.4)

Numerické øe¹ení lze získat mnoha zpùsoby.
Øe¹ení pomocí pøedde�nované funkce:V programu GNU Octave mù¾eme vyu¾ít ji¾ pøedde�nované funkce, staèí pouzenásledující øádky:>> function y=f(E)y=E-0.99513*sin(E)-0.0041307;endfunction>> E=fsolve("f",0)Po jejich zadání dostaneme výsledek E = 0.29197.Postup uvedený vý¹e je sice velmi jednoduchý, ale neumo¾òuje nám zcela nahléd-nout do algoritmu, jakým GNU Octave k tomuto výsledku do¹el. Chceme-li pou¾ít
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konkrétní metodu, musíme zadat pøesný postup výpoètu. Abychom nemuseli vy-pisovat celý algoritmus poka¾dé znova, je vhodné si na ka¾dou metodu vytvoøitsamostatný program. Pro GNU Octave jej staèí napsat v libovolném textovémeditoru a ulo¾it ve tvaru *.m do adresáøe, ve kterém je program GNU Octavenainstalovaný a pak ji¾ jen zadat jméno námi vytvoøeného programu.
Øe¹ení metodou pùlení intervalu:Komentovaný výpis programu pulint.m slou¾ícího k numerickému výpoètu me-todou pùlení intervalu vypadá následovnì:

# Metoda pùlení intervalu pro øe¹ení Keplerovy rovniceclear -all# Definice funkcefunction y=f(E)a=187.8*1.4959787e11;rp=0.9141*1.4959787e-11;kapa=6.672e-11;M=1.9891e30;t=618*24*3600;y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt(kapa*M/(a^3))*t;endfunction# Zadání po¾adované pøesnostipresnost=1e-6;# Krajní bodya=0;b=pi;fa=f(a);fb=f(b);k=1;xk=0.5*(a+b);fk=f(xk);# Formátovaný výstup hodnotprintf("k=%f xk=%f f(xk)=%f\n", [k,xk,fk]);# Cykluswhile abs(a-xk)>2*presnostif (fa*fk<0)
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b=xk;elsea=xk;endifk=k+1;xk=0.5*(a+b);fk=f(xk);# Formátovaný výstup hodnotprintf("k=%f xk=%f f(xk)=%f\n", [k,xk,fk]);endwhilePo zadání pøíkazu pulint pak Octave vypí¹e na øádek èíslo aproximace k,aproximaci xk a funkèní hodnotu f(xk):
k=1.000000 xk=1.570796 f(xk)=0.566666k=2.000000 xk=0.785398 f(xk)=0.074161k=3.000000 xk=0.392699 f(xk)=0.005885k=4.000000 xk=0.196350 f(xk)=-0.002872k=5.000000 xk=0.294524 f(xk)=0.000109k=6.000000 xk=0.245437 f(xk)=-0.001674k=7.000000 xk=0.269981 f(xk)=-0.000863k=8.000000 xk=0.282252 f(xk)=-0.000398k=9.000000 xk=0.288388 f(xk)=-0.000150k=10.000000 xk=0.291456 f(xk)=-0.000022k=11.000000 xk=0.292990 f(xk)=0.000043k=12.000000 xk=0.292223 f(xk)=0.000011k=13.000000 xk=0.291840 f(xk)=-0.000006k=14.000000 xk=0.292032 f(xk)=0.000002k=15.000000 xk=0.291936 f(xk)=-0.000002k=16.000000 xk=0.291984 f(xk)=0.000000k=17.000000 xk=0.291960 f(xk)=-0.000001k=18.000000 xk=0.291972 f(xk)=-0.000000k=19.000000 xk=0.291978 f(xk)=0.000000k=20.000000 xk=0.291975 f(xk)=0.000000k=21.000000 xk=0.291973 f(xk)=-0.000000
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Excentrická anomálie komety Hale-Bopp E = xk = (0;291 973 � 10�6) rad,k nalezení øe¹ení s touto pøesností metodou pùlení intervalu jsme potøebovalik = 21 opakovaných krokù.
Øe¹ení metodou teèen:Program pro øe¹ení transcendentní rovnice metodou teèen mù¾e vypadat násle-dovnì:

# Metoda teèen pro øe¹ení Keplerovy rovniceclear -all# definice funkcefunction y=f(E)global a=187.8*1.4959787e11;global rp=0.9141*1.4959787e-11;kapa=6.672e-11;M=1.9891e30;t=618*24*3600;y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt(kapa*M/(a^3))*t;endfunction# první derivace funkcefunction y = g(E)global a rpy=1-((a-rp)/a)*cos(E);endfunction;# druhá derivace funkcefunction y = h(E)global a rpy=((a-rp)/a)*sin(E);endfunction;# Zadání po¾adované pøesnostipresnost=1e-6;# krajní bodya=0;b=pi;fa=f(a);ha=h(a);
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k=1;if (fa*ha>0)x1=a;elsex1=b;endiff1=f(x1);g1=g(x1);xk=x1-f1/g1;fk=f(xk);printf("k=%f xk=%f f(xk)=%f\n", [k,xk,fk]);#cykluswhile (abs(xk-x1)>presnost)k=k+1;x1=xk;f1=f(x1);g1=g(x1);xk=x1-f1/g1;fk=f(xk);printf("k=%f xk=%f f(xk)=%f\n", [k,xk,fk]);endwhileNa obrazovce nyní dostaneme
k=1.000000 xk=1.572862 f(xk)=0.568733k=2.000000 xk=1.005301 f(xk)=0.156847k=3.000000 xk=0.667389 f(xk)=0.044321k=4.000000 xk=0.460822 f(xk)=0.012007k=5.000000 xk=0.345719 f(xk)=0.002715k=6.000000 xk=0.299832 f(xk)=0.000342k=7.000000 xk=0.292176 f(xk)=0.000009k=8.000000 xk=0.291973 f(xk)=0.000000k=9.000000 xk=0.291973 f(xk)=0.000000
Øe¹ení metodou tìtiv:Výpis programu pro øe¹ení Keplerovy rovnice metodou tìtiv mù¾e být následující:
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# Metoda tìtiv pro øe¹ení Keplerovy rovniceclear -all# Definice funkcefunction y=f(E)a=187.8*1.4959787e11;rp=0.9141*1.4959787e-11;kapa=6.672e-11;M=1.9891e30;t=618*24*3600;y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt(kapa*M/(a^3))*t;endfunction# Zadání po¾adované pøesnostipresnost=1e-6;delta=presnost*(1-0.99513);# Krajní bodya=0;b=pi;fa=f(a);fb=f(b);k=1;x(k)=(a*fb-b*fa)/(fb-fa);fk=f(x(k));# Formátovaný výstup hodnotprintf("k=%f x(k)=%f fk=%f\n", [k,x(k),fk]);k=k+1;if (f(a)*f(x(k-1))<0)x(k)=(a*f(x(k-1))-x(k-1)*fa)/(f(x(k-1))-fa);elsex(k)=(x(k-1)*fb-b*f(x(k-1)))/(fb-f(x(k-1)));endiffk=f(x(k));# Formátovaný výstup hodnotprintf("k=%f xk=%f fk=%f\n", [k,x(k),fk]);# Cyklus#while (abs(x(k)-x(k-1))>presnost)while abs(f(x(k)))>delta
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k=k+1;if (f(a)*f(x(k-1))<0)x(k)=(a*f(x(k-1))-x(k-1)*fa)/(f(x(k-1))-fa);elsex(k)=(x(k-1)*fb-b*f(x(k-1)))/(fb-f(x(k-1)));endiffk=f(x(k));# Formátovaný výstup hodnotprintf("k=%f xk=%f fk=%f\n", [k,x(k),fk]);endwhilePro danou rovnici je metoda regula falsi ménì efektivní, nebo» pøi stejné pøesnostipotøebujeme k = 410 krokù
...k=410.000000 xk=0.291973 f(xk)=-0.000000.
Øe¹ení metodou prosté iterace:Výpis programu pro øe¹ení Keplerovy rovnice metodou prosté iterace mù¾e býtnapøíklad následující:

# Metoda prosté iterace pro øe¹ení Keplerovy rovniceclear -all# Definice funkcefunction y=fi(E)a=187.8*1.4959787e11;rp=0.9141*1.4959787e-11;kapa=6.672e-11;M=1.9891e30;t=618*24*3600;y=((a-rp)/a)*sin(E)+sqrt(kapa*M/(a^3))*t;endfunctionpresnost=1e-6;q=0.99513;delta=presnost*(1-q)/q;# Krajní bodya=0;
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b=pi;k=1;x(k)=fi(a);printf("k=%f x(k)=%f\n", [k,x(k)]);k=k+1;x(k)=fi(x(k-1));printf("k=%f x(k)=%f abs(x(k)-x(k-1))=%f\n", [k,x(k),abs(x(k)-x(k-1))]);# Cykluswhile abs(x(k)-x(k-1))>deltak=k+1;x(k)=fi(x(k-1));printf("k=%f x(k)=%f abs(x(k)-x(k-1))=%f\n",[k,x(k),abs(x(k)-x(k-1))]);endwhileMetodou prosté iterace potøebujeme k nalezení øe¹ení Keplerovy rovnice k = 377krokù.
...k=377.000000 x(k)=0.291973 abs(x(k)-x(k-1))=0.00000

Vidíme, ¾e v¹emi zpùsoby dostáváme E � (0;291 973� 10�6) rad.Dosazením do vztahù (2.3) dostaneme souøadnice místa, kde se kometa na-cházela v dobì jejího objevení x � �7;034 AU, y � 5;327 AU. Odtud urèímevzdálenost komety od Slunce
r =px2 + y2 = 8;82 AU:

Dosadíme-li vztah (2.1) do zákona zachování energie12mv2 � {mMr = 12mv2p � {mMrp ;
dojdeme ke vztahu pro rychlost ve vzdálenosti r

v =s
{M �2r � 1a�:Pro dané hodnoty je v = 16 � 103 m � s�1.
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Odpovìï na poslední otázku za jak dlouho po prùchodu periheliem se budekometa nacházet ve vedlej¹ím vrcholu trajektorie nalezneme opìt z rovnice (2.2),v ní¾ polo¾íme E = �=2, tak¾e
t = E � " sinEQ = �2 � 0;995 137;736 � 10�11 � 7;44 � 109 s = 236 let:

Vra»me se je¹tì na chvíli k pou¾itým metodám výpoètu øe¹ení Keplerovy rov-nice. K posouzení efektivnosti jednotlivých metod mù¾e slou¾it poèet potøebnýchkrokù a doba výpoètu. V následující tabulce jsou uvedeny poèty krokù a pøi-bli¾né èasy výpoètù potøebných k na lezení øe¹ení s danou pøesností jednotlivýmimetodami. Èasové údaje byly mìøeny na poèítaèi s procesorem Intel Pentium III490 MHz, 192 MB RAM.Metoda Poèet krokù Èas výpoètupøedde�nované funkce � 0;154 spùlení intervalu 21 0;323 steèen 9 0;319 stìtiv 410 3;097 sprostá iteraèní 377 1;284 sMù¾eme si v¹imnout, ¾e nejmen¹í poèet krokù potøebných k nalezení øe¹ení rov-nice (2.4) s danou pøesností vy¾aduje metoda teèen.
Úloha 2.
Na kotouè o polomìru R volnì otáèivý kolem vodorovné osy O zavìsíme v dolnímbodu A záva¾í o hmotnosti m a v horním bodu B upevníme lanko, na jeho¾ koncivisí nezatí¾ená pru¾ina zanedbatelné hmotnosti a tuhosti k (viz obrázek 2.2 a)).Volný konec pru¾iny C uchopíme a pomalu posuneme dolù do boduD. VzdálenostCD = s = �R2 . O jaký úhel ' se kotouè pootoèí?Øe¹te pro hodnoty R = 0;15 m, m = 1;0 kg, k = 65 N �m�1, g = 9;81 m � s�2.
Øe¹ení:Situaci po pøemístìní konce pru¾iny vidíme na obrázku 2.2 b). Na kotouè pùsobídvì síly, jejich¾ otáèivé úèinky jsou v rovnováze. Podle momentové vìty platí

mgR sin' = k�lR = k(s�R')R = k��R2 �R'�R
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Obrázek 2.2: K úloze 2.
a po úpravì tedy dostaneme rovnici

mg sin(') + kR'� k�R2 = 0: (2.5)Oèekáváme, ¾e se kotouè otoèí o úhel 0 < ' < �=2. Výraz na levé stranìrovnice je spojitou funkcí úhlu ', která je v intervalu h0; �=2i rostoucí a v jehokrajních bodech dosahuje hodnot �k�R2 a mg, které mají rùzné znaménko. Rov-nice má tedy v tomto intervalu jediný koøen. Pro dané hodnoty velièin je prùbìhfunkce zachycen na obrázku 2.3.Z grafu mù¾eme odeèíst pøibli¾nou hodnotu hledaného úhlu ' � 0;83 rad == 48�. Pøesnìj¹í hodnotu koøene rovnice (2.5) musíme opìt urèit numerickýmøe¹ením pomocí nìkteré z vý¹e uvedených metod. Postupujeme analogicky jakov úloze 1.Na intervalu ha; bi s krajními bodya=0.8;b=0.9;dostáváme následující výsledky:Metodou pùlení intervalu získáme aproximaci øe¹ení s pøesností na ¹est dese-tinných míst po k = 16 krocích....k=16.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000007
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Obrázek 2.3: K úloze 2.
Metodou teèen získáme aproximaci øe¹ení s pøesností 10�6 po k = 3 krocích....k=3.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000000Metodou tìtiv získáme aproximaci øe¹ení s pøesností 10�6 po k = 4 krocích....k=4.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000000Metodou prosté iterace pomocí iteraèní funkce

' = �2 � mgkR sin'získáme aproximaci øe¹ení s pøesností 10�6 po k = 30 krocích.k=30.000000 x(k)=0.829002 abs(x(k)-x(k-1))=0.00000Øe¹ení rovnice (2.5) je tedy ' � 0;829 rad � 47;5�.
Úloha 3.
Malá kulièka o hmotnosti m je zavì¹ena na tenkém hedvábném vláknì délky l. Vestejné vý¹ce je ve vzdálenosti l=2 od první kulièky umístìna druhá malá kulièka(viz obrázek 2.4).
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Obrázek 2.4: K úloze 3.
V jaké rovnová¾né poloze se zastaví zavì¹ená kulièka, jestli¾e na pevnou ku-lièku umístíme kladný náboj Q1 a na zavì¹enou kulièku záporný náboj Q2?Úlohu øe¹te pro hodnoty Q1 = 0;20 �C, Q2 = �0;050 �C, l = 0;50 m a pro tøirùzné hmotnosti: a) m = 1;0 g, b) m = 2;5 g, c) m = 5 g. Vlákno pova¾ujeme zanerozta¾itelné a dokonale ohebné v místì závìsu. g = 9;81 m � s�2.

Øe¹ení:Rovnová¾ná poloha kulièky je urèena úhlem ', o který se vlákno se zavì¹enoukulièkou odchýlí od svislého smìru. Zvolme poèátek vzta¾né soustavy v místìnáboje Q1 (viz obrázek 2.5). Kulièka zaujme rovnová¾nou polohu s polohovýmvektorem
r = � l2 � l sin'; l � l cos'� : (2.6)Zde na ni bude pùsobit elektrická síla Fel o velikosti

Fel = k jQ1Q2jr2 ; k = 14�"0 � 9 � 109 N �m2 � C�2;
kterou mù¾eme rozlo¾it na slo¾ky F1, F2 o velikostech

F1 = Fel l2 � l sin'r ; F2 = Fel l � l cos'r :
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Obrázek 2.5: K øe¹ení úlohy 3.
Pro velikost polohového vektoru r platí

r = lr94 � sin'� 2 cos':
Moment elektrické síly vzhledem k bodu závìsu se ru¹í s momentem síly tíhové,tedy (mg + F2)l sin'� F1l cos' = 0:Po úpravì tedy dostáváme vztah

mgl sin'+ kQ1Q2l 4 cos'� 8 sin'(9� 4 sin'� 8 cos') 32 = 0: (2.7)
Také v této úloze nezbývá ne¾ pokraèovat pøibli¾ným numerickým øe¹ením.Je zøejmé, ¾e odchylka vlákna v rovnová¾né poloze nepøekroèí hodnotu arctg 0;5,co¾ je odchylka spojnice bodu závìsu s pevnou kulièkou. Pøes zdánlivou pøe-hlednost situace je v¹ak na místì tøeba urèitá opatrnost, o èem¾ se pøesvìdèíme,jestli¾e nejprve sestrojíme grafy závislosti celkového momentu na úhlové výchylceve v¹ech zadaných pøípadech (viz obrázek 2.6).Pro zadání a) má úloha jediné øe¹ení. Pøibli¾ným výpoètem metodou pùleníintervalu na intervalu h0;4; 0;45i dostaneme

...k=15.000000 xk=0.445677 f(xk)=0.000000
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Obrázek 2.6: K øe¹ení úlohy 3.
Tedy ' � 0;445 677 rad = 25;5�.Také pro zadání c) dostaneme jediné øe¹ení. Pøibli¾ným výpoètem metodoupùlení intervalu na intervalu h0; 0;05i dostaneme
...k=15.000000 xk=0.033711 f(xk)=0.000000Tedy ' � 0;033 711 rad = 1;9�.Ponìkud slo¾itìj¹í je situace v pøípadì b), kde dostaneme hned tøi rovnová¾népolohy. Pøibli¾ným výpoètem metodou pùlení intervalu dostaneme na intervaluh0;05; 0;1i
...k=15.000000 xk=0.084724 f(xk)=0.000000,na intervalu h0;3; 0;35i
...k=15.000000 xk=0.304463 f(xk)=-0.000000,a na intervalu h0;4; 0;45i
...k=15.000000 xk=0.408208 f(xk)=0.000000.
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Rovnová¾né polohy kulièky nastávají pro polohy s úhlovými výchylkami '1 �0;084 724 rad = 4;9�, '2 � 0;304 463 rad = 17;4� a '3 � 0:408 208 rad = 23;4�.Abychom mohli rozhodnout, která z tìchto poloh je stabilní a která labilní, mu-síme znát prùbìh potenciální energie kulièky. Stabilní poloha pak bude v místì,kde potenciální energie nabývá svého lokálního minima.Pro potenciální energii kulièky v poloze s polohovým vektorem r platí
U = mgl(1� cos') + k � Q1Q2r : (2.8)

Dosazením za r do rovnice 2.8 dostaneme
U = mgl(1� cos') + kQ1Q2l

�94 � sin'� 2 cos'�� 12 :
Kulièka se sna¾í zaujmout polohu s minimální potenciální energií, musí tedyplatit @U@' = mgl sin'� kQ1Q22l 2 sin'� cos'�94 � sin'� 2 cos'� 32 = 0:

Po úpravách dostáváme opìt rovnici 2.7. Graf na obrázku 2.6 tedy vyjadøuje nejenprùbìh závislosti celkového momentu hybnosti na úhlové výchylce, ale i prùbìhprvní derivace potenciální energie v závislosti na úhlové výchylce.Prostøední poloha je proto labilní (potenciální energie tu dosahuje lokálníhomaxima) a kulièka se tedy mù¾e trvale nacházet jen v první nebo tøetí poloze.
Úloha 4.
Tyè konstantního prùøezu délky l = 3 m a hmotnosti m = 10; 0 kg je jedním kon-cem otáèivì upevnìna v bodu A na stropì. K druhému konci tyèe (oznaème jejC) je pøipevnìno lanko vedené pøes kladku umístìnou na stropì v bodu B, jeho¾vzdálenost od bodu A je d = 4;5 m. Na volný konec lana zavìsíme záva¾í o hmot-nosti m1 (viz obrázek 2.7). Sestrojte graf závislosti odchylky � tyèe od svisléhosmìru na hmotnosti záva¾í. Hmotnost lanka a rozmìry kladky zanedbáváme.
Øe¹ení:Vyjdeme z momentové vìty pro osu procházející bodem A:

m1gv �mg l2 sin� = 0:
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Obrázek 2.7: K úloze 4.
v je vý¹ka trojúhelníku ABC, kterou urèíme pøes jeho obsah

P = 12 ld cos� = 12vpd2 + l2 � 2ld sin�; v = ld cos�pd2 + l2 � 2ld sin�:Dosadíme do pøedchozího vztahu a úpravou dojdeme k rovnici
m sin�pd2 + l2 � 2ld sin�� 2m1d cos� = 0: (2.9)Dostali jsme rovnici typu f(m1; �) = 0, která vyjadøuje závislost úhlu � nahmotnosti záva¾í m1 implicitnì. Explicitní vyjádøení ve tvaru � = �(m1) nenímo¾né. V takovém pøípadì urèíme hodnoty úhlu � pro rùzná m1 pøibli¾nýmnumerickým øe¹ením. Dosazením zvolené hodnoty m1 do rovnice 2.9 dostanemerovnici o jedné neznámé typu f(�) = 0, kterou øe¹íme stejnì jako rovnici 2.4v úloze 1.Výpis programu pro øe¹ení rovnice 2.9 metodou pùlení intervalu a následnévykreslení závislosti � na m1 je následující:# Metoda pùlení intervalu pro kreslení grafu fce závislé na parametruclear -allglobal m=10;global l=3;global d=4.5;presnost=1e-6;
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# Definice funkcefunction y=f(a,m1)global m l dy=m*sin(a)*sqrt(d^2+l^2-2*l*d*sin(a))-2*m1*d*cos(a);endfunctionfor i=1:100m1(i)=0+0.15*i;k1=0.0;k2=pi/2;fa=f(k1,m1(i));fb=f(k2,m1(i));xk=0.5*(k1+k2);fk=f(xk,m1(i));# Cykluswhile abs(k1-xk)>2*presnostif (fa*fk<0)k2=xk;elsek1=xk;endifxk=0.5*(k1+k2);fk=f(xk,m1(i));a(i)=xk;endwhileendforplot(m1,a)Graf závislosti odchylky � tyèe od svislého smìru v závislosti na hmotnosti záva¾ím1 získaný pøedchozím programem je na obrázku 2.8.
Úloha 5.
Kámen letí z praku poèáteèní rychlostí o velikosti v0. Jaký elevaèní úhel � musímezvolit, abychom zasáhli cíl ve vodorovné vzdálenosti a a vý¹ce b? (Mìøeno odmísta, kde kámen opustí prak.)
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Obrázek 2.8: K úloze 4. Graf závislosti odchylky � na hmotnosti záva¾í
Úlohu øe¹te pro hodnoty v0 = 25 m � s�1, a = 17 m, b = 13 m. Odpor vzduchuzanedbáváme, g = 9;81 m � s�2.

Øe¹ení:Pro vzdálenost a a vý¹ku b kamene platí:
a = v0 � t � cos�b = v0 � t � sin�� 12gt2:Vylouèením èasu t dostáváme

f(�) = b� a tg(�) + g2 � av0 cos��2 = 0:
Graf funkce f(�) je na obrázku 2.9.Pro dané hodnoty velièin má úloha dvì øe¹ení. Na intervalu (0;7; 0;9) dostá-váme metodou pùlení intervalu výpis
...k=17.000000 xk=0.806615 fk=-0.000018a na intervalu (1;4; 1;5)
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Obrázek 2.9: K úloze 5. { graf funkce f(�)
...k=16.000000 xk=1.417030 fk=0.000704.Abychom zasáhli cíl ve vzdálenosti a a vý¹ce b, musíme zvolit elevaèní úhel�1 = 0;806 615 rad = 46�150 nebo �2 = 1;417 030 rad = 81�110.
Úloha 6.
Dvì stejné pru¾iny o tuhosti k, které mají v nezatí¾eném stavu délku l0 spojíme dosérie a jejich volné konce pøipevníme k pevným bodùm A, B, jejich¾ vzdálenostje 2l > 2l0. V bodì C, kde jsou pru¾iny spojeny, zaène pùsobit síla F kolmák pøímce AB (viz obrázek 2.10). Do jaké vzdálenosti x se bod C vychýlí?Úlohu øe¹te pro hodnoty l0 = 0;35 m, l = 0:70 m, k = 85 N �m�1, F = 55 N.Hmotnost pru¾in zanedbáváme.
Øe¹ení:Vyjádøíme velikost síly F1 pùsobící na jednu pru¾inu ve smìru jejího prodlou¾ení.

F1 = Fpl2 + x22xProdlou¾ení pru¾iny je �l = pl2 + x2 � l0. Podle Hookova zákon platí
F1 = k ��l:
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Obrázek 2.10: K úloze 6.
Po úpravách dostaneme rovnici

Fpl2 + x2 � 2kx�pl2 + x2 � l0� = 0:Metodou pùlení intervalu na (0; 0;9) dostaneme výpis
...k=19.000000 xk=0.536419 fk=-0.000123.Pro dané hodnoty velièin se bod C vychýlí do vzdálenosti x = 0;536 m.
Úloha 7.
Kulièka ku¾elového kyvadla, jeho¾ vlákno má délku l, obíhá po kru¾nici o polo-mìru r. Vlákno je nahoøe provleèeno malým otvorem, tak¾e jeho délku mù¾emezkrátit, ani¾ bychom pøeru¹ovali pohyb kyvadla (viz obrázek 2.11). Jaký budepolomìr r1 trajektorie kulièky, zkrátíme-li délku vlákna na l1 = l2?Úlohu øe¹te pro hodnoty l = 0;800 m, r = 0;250 m.
Øe¹ení:Ze zákona zachování momentu hybnosti dostaneme rovnici

!r = !1r1; (2.10)
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Obrázek 2.11: K úloze 7.
kde !1 znaèí úhlovou rychlost kulièky po zkrácení vlákna. Zøejmì platí (viz ob-rázek 2.12) FdFG = tg' = rpl2 � r2 :Pro dostøedivou sílu Fd dostáváme

Fd = m!2r = mg rpl2 � r2 :Odtud !2 = gpl2 � r2 :Analogicky !21 = gq� l2�2 � r21 :Dosazením do rovnice 2.10 dostaneme po úpravách rovnici
l2r4 � 4r21r4 � 4r41l2 + 4r41r2 = 0:Pro dané hodnoty velièin dostáváme na intervalu (0; 0;25) metodou pùlení inter-valu výpis...k=17.000000 xk=0.172304 f(xk)=0.000000.Polomìr trajektorie kulièky po zkrácení vlákna bude r1 = 0;172 m.
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Obrázek 2.12: K úloze 7.
Úloha 8.
Záva¾í o hmotnosti m je zavì¹eno pomocí del¹ího lanka v bodu A na stropì.Vzdálenost bodu A od stìny je l. Ve stejné vzdálenosti l od bodu A je lankoopatøeno oèkem B a druhé oèko C je pøipevnìno ve stejné vý¹i na stìnì. Obìoèka spojíme pru¾inou tuhosti k, která má v nezatí¾eném stavu délku l0 < la její¾ hmotnost je zanedbatelná (viz obrázek 2.13 a)). O jaký úhel ' se vychýlízávìs AB?Úlohu øe¹te pro hodnoty m = 10 kg, l = 2;00 m, l0 = 0;50 m, k = 75 N �m�1,g = 9;8 m � s�2.
Øe¹ení:Rozlo¾me tíhu záva¾í G = m � g pùsobící na oèko B na slo¾ky ve smìru pru¾inya ve smìru lanka a oznaème je po øadì F1, F2 (viz obrázek 2.13 b)). Oznaème� velikost úhlu, který svírá pru¾ina s vodorovným smìrem. Aby byla soustavav rovnováze, musí platit F1 = k ��l; (2.11)kde �l je prodlou¾ení pru¾iny.

�l = jCBj � l0;
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Obrázek 2.13: K úloze 8.
kde podle Pythagorovy vìty

jCBj =p(l � l cos')2 + (l � l sin')2 = lp3� 2 cos'� 2 sin':Velikost síly F1 urèíme pomocí sinové vìty:F1G = sin'sin(�2 � �� ')Odtud po úpravách dostáváme
F1 = mg sin'cos� cos'� sin� sin';kde sin� = 1� cos'p3� 2 sin'� 2 cos'; cos� = 1� sin'p3� 2 sin'� 2 cos':Po dasazení do rovnice 2.11 a úpravách dostáváme rovnici(kl sin'� kl cos'+mg sin')p3� 2 sin'� 2 cos'+ kl0(cos'� sin') = 0:Pro dané hodnoty velièin ' = 0;436 85 rad = 25;0�.

Úloha 9.
Balon tvaru koule je otvorem zdola plnìn teplým vzduchem. Teplota okolníhovzduchu je t1 a uvnitø balonu se daøí udr¾ovat teplotu t2 > t1. Atmosférický
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tlak má hodnotu pa. Plátno, ze kterého je balon vyroben, má plo¹nou hustotuhmotnosti .Jaký by musel být polomìr r balonu, aby unesl zátì¾ o hmotnosti m0?Úlohu øe¹te pro hodnoty: t1 = 20 �C, t2 = 70 �C, pa = 1;00 � 105 Pa,  == 0;15 kg�m�2,m0 = 100 kg,Rm = 8;314 J�K�1�mol�1,Mm(vzduchu) = 0;029 kg�mol�1.
Øe¹ení:Vyjdeme z podmínky rovnováhy pro balon se zátì¾í m0

V �1g = (m0 +m)g + V �2g;
kde V = 43�r3 je objem balonu, m = 4�r2 je hmotnost plátna, �1 = paMmRmT1 jehustota okolního vzduchu a �2 = paMmRmT2 je hustota vzduchu uvnitø balonu. Poúpravách dojdeme k rovnici4�paMm3Rm

� 1T1 � 1T2� r3 � 4�r2 �m0 = 0:
Je to rovnice tøetího stupnì s neznámou r, kterou vyøe¹íme numericky.Metodou teèen na intervalu (1; 10) dostáváme
...k=6.000000 xk=6.189666 f(xk)=-0.000000.Pro dané hodnoty musí být polomìr balonu r = 6;19 m.
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Èást II
Numerické øe¹ení diferenciálních

rovnic
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Kapitola 3
Numerické metody øe¹ení
diferenciálních rovnic prvního
øádu
Jen pomìrnì málo diferenciálních rovnic, se kterými se v praxi setkáme, se dáøe¹it exaktnì, a i kdy¾ doká¾eme najít øe¹ení dané poèáteèní úlohy analyticky,bývá mnohdy vyjádøeno natolik slo¾itými vzorci, ¾e je obtí¾né vypoèítat z nichjeho hodnoty. Proto je velmi èasto jedinou mo¾ností danou úlohu øe¹it pøibli¾nìnìkterou z numerických metod.Nyní se budeme zabývat numerickým øe¹ením obyèejných diferenciálních rov-nic prvního øádu ve tvaru y0(x) = f(x; y(x)); (3.1)kde x je nezávisle promìnná (èasto jí bývá èas t) a y promìnná závislá.Pokud existuje øe¹ení rovnice 3.1 pro x 2 ha; bi, není obecnì jediné, ale závisína jednom parametru. Aby bylo øe¹ení na intervalu ha; bi urèeno jednoznaènì,po¾adujeme aby kromì rovnice 3.1 splòovalo je¹tì urèitou dal¹í podmínku. Pod-mínce, aby y nabývalo v urèitém bodì x0 2 ha; bi dané hodnoty �, tj.

y(x0) = �; x0 2 ha; bi;
(zpravidla x0 = a) se øíká poèáteèní podmínka.Základním principem, z nìho¾ vychází vìt¹ina numerických metod pro øe¹enípoèáteèních úloh1, je diskretizace promìnných. Pøibli¾né øe¹ení se nekonstruujejako spojitá funkce, ale postupnì se generuje diskrétní mno¾ina navzájem rùzných1Poèáteèní úloha { úloha zadaná diferenciální rovnicí y0 = f�x; y(x)� a poèáteèní podmínkou
y(a) = �.
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bodù x0 = a; x1; x2; : : : a stanoví se èísla y0 = �; y1; y2; : : :, která aproximují hod-noty y(x0), y(x1), y(x2); : : : pøesného øe¹ení v bodech (uzlech) sítì x0; x1; x2; : : :.Krok metody hn = xn+1�xn mù¾e obecnì záviset na n, pøedpokládáme pouze,¾e hn > 0 pro v¹echna n. Jestli¾e hn � h, jde o metodu s konstantním krokem.Aproximace yn hodnoty pøesného øe¹ení y(xn) v bodì xn se poèítá z hodnotpøibli¾ného øe¹ení, vypoèítaných ji¾ v pøedchozích uzlech sítì.
3.1 Eulerova metoda
V této metodì se hodnota yn+1 poèítá z hodnoty yn ji¾ spoèítané v pøedchozímbodì xn, pøièem¾ se na intervalu hxn; xn+1i øe¹ení aproximuje pøímkou, kteráprochází bodem (xn; yn) a má smìrnici y0n = f(xn; yn). Rovnice takové pøímky jey = yn + (x� xn)f(xn; yn) a pro x = xn+1 odtud dostáváme rekurenci Elulerovymetody (klademe xn+1 � xn = hn)

yn+1 = yn + hnf(xn; yn); n = 0; 1; : : : : (3.2)Geometrický význam Eulerovy metody je ten, ¾e na intervalu hxn; xn+1i sev¾dy pohybujeme po teènì k tomu pøesnému øe¹ení rovnice y0 = f(x; y), kteréprochází bodem (xn; yn) (viz obrázek 3.1).

Obrázek 3.1: Eulerova metoda
Algoritmus Eulerovy metody je velmi jednoduchý. Polo¾íme x0 = a a zvolímeh0. Hodnota y0 = y(x0) = � je dána, mù¾eme tedy také vypoèítat f(x0; y0)42



a z rovnice (3.2) pro n = 0 dostaneme
y1 = y0 + h0f(x0; y0) � y(x1); x1 = x0 + h0:Polo¾íme nyní n = 1; y1 ji¾ známe, a mù¾eme tedy vypoèítat f(x1; y1), zvolit h1a pomocí rovnice (3.2) stanovit y2 atd.Intuitivnì lze oèekávat, ¾e pøibli¾né øe¹ení stanovené Eulerovou metodou budetím pøesnìj¹í, èím men¹í budou kroky hn.

3.2 Metody Rungova-Kuttova typu
Eulerova metoda je sice zalo¾ena na velmi jednoduché rekurenci, v ní¾ yn+1 zá-visí na fn � f(xn; yn) lineárnì, má v¹ak tu nevýhodu, ¾e musíme k dosa¾enípo¾adované pøesnosti pou¾ívat vìt¹inou velmi malé kroky.Metody Rungova-Kuttova typu jsou mnohem pøesnìj¹í ne¾ Eulerova metoda,ale zvý¹ené pøesnosti se dosahuje za cenu vìt¹í pracnosti výpoètu yn+1 z yn.Proto¾e ale umo¾òují provést výpoèet na celém intervalu ha; bi v men¹ím poètukrokù (pøi stejné výsledné pøesnosti), bývá celková pracnost øe¹ení úlohy 3.1 naha; bi men¹í ne¾ pøi pou¾ití Eulerovy metody.Jsou zalo¾eny na snaze aproximovat pøesné øe¹ení Taylorovým polynomem.Ten se v¹ak nepou¾ívá pøímo, ale nahradí se takovým zpùsobem, aby nebylonutno explicitnì urèovat funkce f (r); r > 02, a poèítat jejich hodnoty (blí¾e viz[6]).

2symbolem f (r) oznaèujeme r-tou derivaci funkce f .
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Kapitola 4
Øe¹ení pohybových rovnic
4.1 Modelování pohybù numerickými metodami
Aplikací druhého pohybového zákona ve tvaru

F = ma = md2rdt2na konkrétní pøípad pohybu hmotného bodu v inerciální vzta¾né soustavì do-stáváme pohybovou rovnici tohoto pohybu. Síla, která pùsobí na hmotný bod,se mù¾e obecnì mìnit v závislosti na èase, na poloze hmotného bodu a na jehorychlosti.Rozepsáním pohybové rovnice na jednotlivé souøadnice dostaneme pro pohybv trojrozmìrném prostoru soustavu tøí rovnic
max = md2xdt2 = Fx = Fx(t; x; y; z; vx; vy; vz);
may = md2ydt2 = Fy = Fy(t; x; y; z; vx; vy; vz);
maz = md2zdt2 = Fz = Fz(t; x; y; z; vx; vy; vz):Ve speciálních pøípadech pohybu po pøímce nebo pohybu v rovinì mù¾eme pøivhodné volbì vzta¾né soustavy zredukovat poèet rovnic na jednu nebo dvì. Dal¹ízjednodu¹ení nastane, pokud síla závisí jen na nìkterém z uvedených parametrù,nebo je konstantní.Známe-li poèáteèní polohu hmotného bodu, jeho poèáteèní rychlost a pohy-bovou rovnici, mù¾eme urèit prùbìh pohybu, tj. stanovit, jak závisí poloha hmot-ného bodu a jeho okam¾itá rychlost na èase. Pøi modelování pohybu hmotného
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bodu jde o to, abychom k urèité posloupnosti èasù ftig stanovili posloupnost pøí-slu¹ných polohových vektorù r(ti). Získané posloupnosti pak dále vyu¾íváme pøigra�ckém znázornìní pohybu, kdy buï zobrazujeme v urèitém mìøítku vzta¾nousoustavu a jednotlivé polohy hmotného bodu, nebo sestrojujeme grafy znázor-nující, jak se mìní v závislosti na èase souøadnice polohového vektoru, pøípadnìi vektorù rychlosti a zrychlení, nebo jejich velikosti.Posloupnost ftig volíme nejèastìji jako posloupnost aritmetickou s konstant-ním èasovým krokem h = ti+1 � ti:Naznaèený úkol mù¾eme øe¹it na poèítaèi dvìma metodami, analytickou nebonumerickou.Analytická metoda je v¹ak velmi nároèná na matematické znalosti a na støední¹kole ji vyu¾íváme jen v nejjednodu¹¹ích pøípadech.Numerické metody pøibli¾ného øe¹ení pohybových rovnic s danými poèáteè-ními podmínkami jsou zalo¾eny na pou¾ití rekurentních vzorcù vyjadøujících po-mocí funkce a = a(t; v; r) co nejpøesnìji vztahy mezi sousedními èleny posloup-ností fr(ti)g a fv(ti)g.
4.2 Øe¹ení pohybových rovnic pomocí Eulerovymetody
Spolu s pohybovou rovnicí upravenou na tvar

a = F(t; v; r)m = a(t; v; r) (4.1)budeme pøi vytváøení posloupností fvig, frig elementárními metodami pou¾ívatrekurentní vztahy
vi+1 = vi + ah; (4.2)
ri+1 = ri + vh; (4.3)ti+1 = ti + h: (4.4)Tyto vztahy pou¾íváme pøi numerickém výpoètu v urèitém pøedem zvolenémpoøadí, pøièem¾ 4.1 by mìl pøedcházet 4.2 a 4.4 obykle øadíme jako poslední.Máme tedy tøi mo¾nosti uspoøádání výpoètu, které podle poøadí krokù v pro-gramovém cyklu oznaèíme zkratkami ARV, AVR a RAV (A. . . výpoèet zrychlení,V. . . výpoèet zmìny rychlosti, R. . . výpoèet zmìny polohy).
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Metody ARV a RAV se li¹í, pouze kdy¾ zrychlení hmotného bodu závisí najeho poloze. Napøíklad pøi studiu pohybu v homogenním tíhovém poli dávají obìmetody stejný výsledek [4]. Postup výpoètu pøi pou¾ití jednotlivých metod jepøehlednì zapsán v následující tabulce:ARV AVR RAV
ai = a(ti; vi; ri) ai = a(ti; vi; ri) ri+1 = ri + vih
ri+1 = ri + vih vi+1 = vi + aih a = a(ti; vi; ri+1)
vi+1 = vi + aih ri+1 = ri + vi+1h vi+1 = vi + ahti+1 = ti + h ti+1 = ti + h ti+1 = ti + h

4.3 Feynmanova metoda øe¹ení pohybových rov-nic
Tato metoda je ve srovnání s Eulerovou metodou mnohem efektivnìj¹í (pøi stej-ném poètu krokù vede k pøesnìj¹ím výsledkùm). Jde v podstatì o zpøesnìnímetody RAV.Uva¾ujme jednorozmìrný pohyb. V metodì RAV je nová poloha vlastnì starápoloha zvìt¹ená o souèin intervalu a rychlosti. Jakému èasovému okam¾iku v¹akpøíslu¹í tato rychlost? Na zaèátku a na konci èasového intervalu máme jiné rych-losti. Feynmanovo zlep¹ení zpoèívá v tom, ¾e vezmeme rychlost ze støedu inter-valu. Stejné úvahy platí i pro rychlost: Abychom urèili zmìny rychlosti, musímepou¾ít zrychlení v èase odpovídajícím støedu mezi dvìma èasovými okam¾iky,v nich¾ rychlost urèujeme.Pou¾íváme tedy rovnice

ri+1 = ri + vi+0;5h;
ai+1 = a(ri+1);
vi+1;5 = vi+0;5 + ai+1h:První èlen posloupnosti rychlostí urèíme ze vztahu v0;5 = v0 + a0h=2.Metoda je vhodná, pokud zrychlení a závisí jen na jeho poloze (harmonickýpohyb, pohyb dru¾ice) a pokud nás nezajímá posloupnost fvig. Jestli¾e zrychleníhmotného bodu závisí i na jeho rychlosti, pøípadnì i na èase, je cyklus nutnozmìnit na
ri+1 = ri + vi+0;5h;
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vi+1 = vi+0;5 + aih2ti+1 = ti + h;
ai+1 = a(ti+1; vi+1; ri+1)
vi+1;5 = vi+0;5 + ai+1h:Feynmanova metoda je schopna zcela pøesnì modelovat pohyby s konstantnímzrychlením.

4.4 Metody Rungovy-Kuttovy
Zrychlení hmotného bodu se obecnì bìhem èasového kroku mìní. Proto nejprvepøibli¾nì urèíme polohu a rychlost hmotného bodu v nìkolika okam¾icích

t�1; t�2; : : : ; t�sz intervalu hti; ti+1i a vypoèítáme pøíslu¹ná zrychlení
k1; k2; : : : ; ks:Pøi ka¾dém z tìchto þpokusùÿ, kromì prvního, vyu¾ijeme zku¹enosti z þpokusuÿpøedcházejícího. Vhodnou kombinaci zji¹tìných zrychlení pak pou¾ijeme ve vý-sledných rekurentních vztazích.

4.4.1 Rungova-Kuttova metoda 2. øáduOptimální volba je t�1 = ti, t�2 = ti + 2h=3. Cyklus výpoètu popisují vztahy [4]:
k1 = ai;
k2 = a(ti + 2h=3; vi + k12h=3; ri + vi2h=3 + k12h2=9);

ri+1 = ri + vih+ (k1 + k2)h2=4;
vi+1 = vi + (k1 + 3k2)h=4;ti+1 = ti + h:

4.4.2 Rungova-Kuttova metoda 3. øáduOptimální volba je t�1 = ti, t�2 = ti+ h=2, t�3 = ti+3h=4. Cyklus výpoètu popisujívztahy [4]:
k1 = ai; 47



k2 = a(ti + h=2; vi + k1h=2; ri + vih=2 + k1h2=8);
k3 = a(ti + 3h=4; vi + k23h=4; ri + vi3h=4 + k29h2=32);

ri+1 = ri + vih+ (k1 + 2k2)h2=6;
vi+1 = vi + (2k1 + 3k2 + 4k3)h=9;ti+1 = ti + h:

4.4.3 Rungova-Kuttova metoda 4. øáduTato metoda je jedna z nejpou¾ívanìj¹ích Rungových-Kuttových metod. Cyklusvýpoètu popisují vztahy [4]:
k1 = ai;
k2 = a(ti + h=2; vi + k1h=2; ri + vih=2 + k1h2=8);
k3 = a(ti + h=2; vi + k2h=2; ri + vih=2 + k2h2=8);
k4 = a(ti + h; vi + k3h; ri + vih+ k3h2=2);

ri+1 = ri + vih+ (k1 + k2 + k3)h2=6;
vi+1 = vi + (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h=6;ti+1 = ti + h:

Rungovy-Kuttovy metody (hlavnì RK3 a RK4) jsou mnohem pøesnìj¹í, ne¾ pøed-cházející (vèetnì Feynmanovy). Jsou v¹ak ponìkud slo¾itìj¹í, a proto pøi stejnémèasovém kroku nároènìj¹í na strojový èas poèítaèe. Dáme jim pøednost zejménatehdy, kdy¾ pro získání názorného gra�ckého modelu vystaèíme s men¹ím poètembodù a chceme i pøi vìt¹ím èasovém kroku dosáhnout dobré numerické pøesnosti.Taková situace nastává napøíklad pøi modelování pohybù kosmických tìles. Na-proti tomu pøi modelování kmitavých dìjù, kde pro získání hledaných prùbìhùpotøebujeme velký poèet gra�ckých bodù, volíme èasový krok men¹í ne¾ jednadvacetina periody a pak dosáhneme uspokojivé pøesnosti i pøi pou¾ití elementár-ních metod ARV nebo RAV.Programy pro øe¹ení diferenciálních rovnic Rungovými-Kuttovými metodamibývají souèástí knihoven matematických programù. Taková knihovna se nacházíi v programu GNU Octave.
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Kapitola 5
Úlohy vedoucí na diferenciální
rovnice
Úloha 10. Numerické øe¹ení balistického problému
Balistika je obor mechaniky, který se zabývá ¹ikmým vrhem tìles na povrchuZemì pøi uvá¾ení odporu vzduchu. Øe¹ení pohybu støely, zejména pøihlédneme-lik její rotaci, je mimoøádnì slo¾itý problém mechaniky. Poèateèní rychlost støelyzpravidla nìkolikanásobnì pøevi¹uje rychlost zvuku a odporová síla je slo¾itoufunkèní závislostí rychlosti. Proto budeme øe¹it jen zjednodu¹ený pøípad nerotujícístøely, pùjde tedy o rovinnou úlohu.Za tìchto pøedpokladù pro velikost aerodynamické odporové síly pùsobící natìleso libovolného tvaru platí Newtonùv vztah

F = 12C�Sv2;kde C je souèinitel odporu, � hustota vzduchu, S obsah prùøezu tìlesa kolméhoke smìru pohybu.Síla odporu vzduchu má opaèný smìr ne¾ okam¾itá rychlost tìlesa, co¾ mù-¾eme vyjádøit vektorovým vztahem
Fo = �12C�Sv � v:Pohybová rovnice nerotujícího tìlesa pøi jeho vrhu v homogenním gravitaènímpoli má pøi pùsobení odporové síly F kartézské slo¾ky

m�x = F cos�; m�y = F sin��mg;
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kde � je úhel, který svírá okam¾itá rychlost (resp. teèna k balistické køivce)s osou x.Z této rovnice nedovedeme odvodit jednoduché kinematické zákony, jaké po-pisují vrh ve vakuu. Prùbìh pohybu v¹ak mù¾eme s potøebnou pøesností popsatpomocí numerického modelování.Program pro øe¹ení balistického problému Eulerovou metodou RAV mù¾e vy-padat následovnì:
% numerické øe¹ení balistického problémuclear -all% definice poèáteèních podmínek (v zakladních jednotkách SI)t(1)=0;x(1)=0;y(1)=0;v=200; % poèáteèní rychlosteluhel=30; % elevaèní úhel ve stupníchalpha=eluhel*pi/180;vx=v*cos(alpha);vy=v*sin(alpha);% -----------------------------------------------dt = 0.01; % krok integrace% parametry prostrediR=0.04; % polomìr støelyglobal m=2.5; % hmotnost støelyro=1.3; % hustota vzduchuC=0.48; % koeficient odporuglobal g=9.81; % tíhové zrychleníS=pi*R^2;global k=C*ro*S/2;% -----------------------------------------------% vlastní numerická integrace - Eulerova metoda RAV% -----------------------------------------------i=1;while (y(i)>=0) % testujeme dopad na rovinu y=0)i=i+1;ax=-k*v*vx/m;
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ay=-g-k*v*vy/m;vx=vx+ax*dt;vy=vy+ay*dt;v=sqrt(vx^2+vy^2);x(i)=x(i-1)+vx*dt;y(i)=y(i-1)+vy*dt;t(i)=t(i-1)+dt;endwhile% -----------------------------------------------% vykreslení závislostigset zeroaxis lt -1plot(x,y,";30;");

Obrázek 5.1: Srovnání balistických køivek získaných numerickým øe¹ením
Øe¹ili-li bychom problém Feynmanovou metodou, li¹il by se výpis programuv následujících øádcích:
% -----------------------------------------------% vlastní numerická integrace - metoda Feynmannova% -----------------------------------------------i=1;
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ax=-k*v*vx/m;ay=-g-k*v*vy/m;while (y(i)>=0) % testujeme dopad na rovinu y=0)vx=vx+ax*dt/2;vy=vy+ay*dt/2;i=i+1;x(i)=x(i-1)+vx*dt;y(i)=y(i-1)+vy*dt;vx=vx+ax*dt/2;vy=vy+ay*dt/2;v=sqrt(vx^2+vy^2);t(i)=t(i-1)+dt;ax=-k*v*vx/m;ay=-g-k*v*vy/m;endwhileVýsledný graf je pro rùzné hodnoty elevaèních úhlù na obrázku 5.1. Vidíme, ¾estøela dosáhne maximální vzdálenosti pøi elevaèním úhlu men¹ím ne¾ 45�.
Úloha 11. Pohyb kosmické sondy
Pohyb kosmické sondy je pøíkladem pohybu tìlesa, na které gravitaènì pùsobí dvìjiná kosmická tìlesa. Budeme uva¾ovat pohyb kosmické sondy ze Zemì k Mìsíci.To znamená, ¾e jde o gravitaèní pùsobení soustavy dvou tìles { Zemì o hmot-nosti MZ = 5;983 � 1024 kg a Mìsíce o hmotnosti MM = 7;374 � 1022 kg. Tìlesajsou ve vzájemné vzdálenosti 60;13 RZ (polomìr Zemì RZ = 6;371 � 106 m). Celásoustava je na obrázku 5.2 Model pohybu kosmické sondy bude znaènì zjedno-du¹en. Zjednodu¹ení zpoèívá v tom, ¾e neuva¾ujeme vlastní pohyb Mìsíce kolemZemì a pohyb sondy není pøi jejím pohybu korigován napø. silovým pùsobenímraketových motorù.Pro urèení gravitaèních sil, které pùsobí na kosmickou sondu, musíme urèitnejen souøadnice polohy vzhledem k Zemi (xSZ, ySZ), ale i relativní souøadnicesondy vzhledem k Mìsíci: xSM = xSZ � xM, ySM = ySZ � yM, kde xM, yM jsousouøadnice Mìsíce ve vzta¾né soustavì spojené se Zemí. Podle obrázku 5.2 volímexM = 60;13 RZ, yM = 0. Souèasnì je také zøejmé, ¾e ySM = ySZ.Ponìvad¾ gravitaèní pùsobení Mìsíce je mnohem men¹í, ne¾ gravitaèní pùso-
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Obrázek 5.2: K úloze 11
bení Zemì, je nutné pøesnìji urèit poèáteèní hodnoty rychlosti, pøi nich¾ sondabuï Mìsíc obletí a vrátí se zpìt na Zemi, nebo se pøiblí¾í k Mìsíci a po opakova-ném obletu Zemì na Mìsíci pøistane. Je tøeba také zajistit, aby se po pøiblí¾enísondy na urèitou vzdálenost k tìlesùm dal¹í výpoèet pohybu sondy zastavil.Slo¾ky zrychlení sondy zpùsobené gravitaèním pùsobením Zemì budou mítsouøadnice

axZ = �{xSZMZr3 ;
ayZ = �{ySZMZr3 :

Obdobnì souøadnice slo¾ek zrychlení zpùsobené gravitaèním pùsobením Mìsícebudou
axM = �{xSMMMr3M ;
ayM = �{ySMMMr3M :

Souøadnice zrychlení ve výsledném poèítaèovém modelu budou urèeny souè-tem souøadnic obou slo¾ek. Konkrétní model pro program GNU Octave spolus hodnotami souøadnic poèáteèní rychlosti pøi startu sondy z parkovací kru¾ni-cové trajektorie o polomìru 10 RZ je následující
% numerické øe¹ení pohybu kosmické sondy metodou Runge-Kutta 4.øádu
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clear -all% definice poèáteèních podmínek (v základních jednotkách SI)RZ=6.378e6; % polomìr ZemìRM=1.738e6; % polomìr Mìsícet(1)=0;xsZ(1)=0;ysZ(1)=10*RZ;vx=2.7e3; % x-ová slo¾ka startovní rychlostivy=1.84e3; % y-ová slo¾ka startovní rychlostixM=60.13*RZ;yM=0;mez = 1.2e6; % mez integraceh = mez/2000; % krok integrace% parametry prostøedí, konstantyk=6.67259e-11; % gravitaèní konstantaMZ=5.98e24; % hmotnost ZemìMM=7.374e22; % hmotnost Mìsíce% -----------------------------------------------% vlastní numerická integrace - RK metoda 4. øádu% -----------------------------------------------i=2;while (t<mez & xsZ(i-1)^2+ysZ(i-1)^2>RZ^2 & \(xsZ(i-1)-xM)^2+(ysZ(i-1)-yM)^2>RM^2)k1x=-k*xsZ(i-1)*MZ/(xsZ(i-1)^2+ysZ(i-1)^2)^1.5-k*MM*(xsZ(i-1)-xM)/ \((xsZ(i-1)-xM)^2+ysZ(i-1)^2)^1.5;k1y=-k*ysZ(i-1)*MZ/(xsZ(i-1)^2+ysZ(i-1)^2)^1.5-k*MM*ysZ(i-1)/ \((xsZ(i-1)-xM)^2+ysZ(i-1)^2)^1.5;xp=xsZ(i-1)+vx*h/2+k1x*h^2/8;yp=ysZ(i-1)+vy*h/2+k1y*h^2/8;k2x=-k*xp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*(xp-xM)/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;k2y=-k*yp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*yp/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;xp=xsZ(i-1)+vx*h/2+k2x*h^2/8;yp=ysZ(i-1)+vy*h/2+k2y*h^2/8;k3x=-k*xp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*(xp-xM)/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;k3y=-k*yp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*yp/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;xp=xsZ(i-1)+vx*h+k3x*h^2/2;
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yp=ysZ(i-1)+vy*h+k3y*h^2/2;k4x=-k*xp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*(xp-xM)/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;k4y=-k*yp*MZ/(xp^2+yp^2)^1.5-k*MM*yp/((xp-xM)^2+yp^2)^1.5;xsZ(i)=xsZ(i-1)+vx*h+(k1x+k2x+k3x)*h^2/6;ysZ(i)=ysZ(i-1)+vy*h+(k1y+k2y+k3y)*h^2/6;vx=vx+(k1x+2*k2x+2*k3x+k4x)*h/6;vy=vy+(k1y+2*k2y+2*k3y+k4y)*h/6;t(i)=t(i-1)+h;i=i+1;endwhile% vykreslení závislostigset size ratio 0.5gset zeroaxis lt -1gset xtics axis nomirrorgset ytics axis nomirrorgset nobordergset nokeygset size ratio -1plot(xsZ/RZ,ysZ/RZ,'r');hold onu=linspace(0,02*pi,100);plot(cos(u),sin(u),'r') % vykreslení Zemìplot(RM/RZ*cos(u)+xM/RZ,RM/RZ*sin(u),'r') % vykreslení Mìsícehold offTvar trajektorie kosmické sondy pro tento pøípad je na obrázku 5.V následující tabulce jsou uvedeny poèty krokù a èasy výpoètu potøebnýchk dosa¾ení pøibli¾nì stejné pøesnosti modelu. Èasové údaje byly mìøeny na poèí-taèi s procesorem Intel Pentium III 490 MHz, 192 MB RAM.Metoda Poèet krokù Èas výpoètuEulerova RAV 12 000 136; 2 sRungova-Kuttova 4. øádu 2000 9; 2 sRungova-Kuttova 3. øádu 5000 20; 7 sRungova-Kuttova 2. øádu 6000 21; 3 s
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Obrázek 5.3: Trajektorie letu kosmické sondy k Mìsíci
Úloha 12. Kyvadlo
Kyvadlem obvykle oznaèujeme jakékoli tìleso zavì¹ené nad tì¾i¹tìm, které semù¾e volnì otáèet kolem vodorovné osy procházející bodem závìsu kolmo k ro-vinì kmitání. Pøíkladem nejjednodu¹¹ího kyvadla je malé tìleso (hmotný bod)zavì¹ené na pevném vláknì zanedbatelné hmotnosti, jeho¾ délka je l.

Obrázek 5.4: K úloze 12. K výkladu kmitání kyvadla.
Ve støedo¹kolských uèebnicích fyziky je pohyb kyvadla øe¹en jen pro výchylkytak malé, ¾e oblouk, po nìm¾ se tìleso pohybuje, mù¾eme pova¾ovat za úseèku,
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tedy jen pro pøípad, kdy úhel �, který vlákno pøi pohybu svírá se sviským smìrem,nepøekroèí 5�. Modelujme pohyb kyvadla i pro výchylky vìt¹í ne¾ malé.Na hmotný bod pùsobí jen tíhová síla a tahová síla vlákna, která ho udr¾ujeve stejné vzdálenosti od závìsu. Velikost výsledné síly je (viz obrázek 5.4)
F = mg sin';

kde g je tíhové zrychlení a ' je úhel, o který je vlákno vychýleno z rovnová¾népolohy. Diferenciální rovnice pro popis pohybu kyvadla je ze 2. Newtonova po-hybového zákona �' = �gl sin';kde l je délka vlákna. Úlohu doøe¹íme nìkterou z døíve popsaných metod.Na obrázku 5.5 je srovnání závislosti výchylky kyvadla na èase s harmonickýmikmity.

Obrázek 5.5: K úloze 12. Srovnání závislosti výchylky kyvadla na èase a harmo-nických kmitù.
Na obrázku 5.6 je srovnání závislostí výchylek kyvadla na èase pro rùznépoèáteèní výchylky.
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Obrázek 5.6: K úloze 12. Kmity kyvadla pro rùzné poèáteèní výchylky
Úloha 13. Pohyb èástice ve zkøí¾ených elektric-kých a magnetických polích
Pøedpokládejme, ¾e máme homogenní magnetické pole B a kolmo na nìj elek-trické pole E. Uva¾ujme èástici, která se zaène pohybovat kolmo na pole B. Promagnetickou sílu pùsobící na èástici platí

Fm = qv� B;pro elektrickou sílu pùsobící na èástici platí
Fe = qE:Výslednice obou sil je Lorentzova síla FL = Fe + Fm.K modelování pohybu èástice pou¾ijeme metodu Rungovu-Kuttovu 2. øádu.

% pohyb èástice ve zkøí¾eném elmag. policlear -allclearplot% definice poèáteèních podmínek (v základních jednotkách SI)x(1)=0; % poèáteèní poloha xy(1)=0; % poèáteèáteèní poloha yt(1)=0;B=1;
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E=0.2*B;vx=1; % poèáteèní rychlost vxvy=0; % poèáteèní rychlost vymez=20; % mez integraceh = mez/1000; % krok integraceq=1;% -----------------------------------------------% vlastní numerická integrace - RK metoda 2. øádu% -----------------------------------------------i=2;while t<mezk1x=q*vy*B;k1y=q*(E-vx*B);vpx=vx+k1x*2*h/3;vpy=vy+k1y*2*h/3;k2x=q*vpy*B;k2y=q*(E-vpx*B);x(i)=x(i-1)+vx*h+(k1x+k2x)*h^2/4;y(i)=y(i-1)+vy*h+(k1y+k2y)*h^2/4;vx=vx+(k1x+3*k2x)*h/4;vy=vy+(k1y+3*k2y)*h/4;t(i)=t(i-1)+h;i=i+1;endwhile% -----------------------------------------------% vykreslení závislostigset zeroaxis lt -1gset xtics axis nomirrorgset ytics axis nomirrorgset nobordergset nokeygset size ratio -1gset xrange[-0.1:]plot(x,y,'r');Výsledná trajektorie pohybu je znázornìna na obrázku 5.7. (Na obrázku jsou
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Obrázek 5.7: Trajektorie èástice ve zkøí¾ených elektrických a magnetických polích
rovinné køivky, ne ¹roubovice!) Tento pohyb lze vysvìtlit kvalitativnì. Kdy¾ seèástice (pøedpokládejme, ¾e je kladná) pohybuje ve smìru E, nabírá rychlost,a proto je magnetickým polem vychylována ménì. Pohybuje-li se proti poli E,ztrácí rychlost a je postupnì vychylována magnetickým polem stále více. Vý-sledný støední efekt je þuná¹eníÿ, drift ve smìru E� B.Lze ukázat, ¾e tento pohyb je slo¾en z rovnomìrného pohybu po kru¾nicia z rovnomìrného pohybu rychlostí vd = E=B { trajektorie na obrázku 5.7 jetzv. cykloida. Pohyb elektronù ve zkøí¾ených elektrických a magnetických po-lích tvoøí podstatu magnetronù, tj. oscilátorù, které se pou¾ívají ke generovánímikrovlnného záøení [2].
Úloha 14.
1. Modelujte vrh lehkoatletické koule vr¾ené z vý¹ky 2;0 m pod elevaèním úhlem40� rychlostí o velikosti 14;0 m�s�1. Koule má hmotnost 7;26 kg a polomìr 6;0 cm.Model pohybu v klidném vzduchu získaný metodou numerického modelování po-rovnejte s modelem vrhu ve vakuu a posuïte, jak ovlivní odpor vzduchu délkuvrhu.2. Stejnou úlohu øe¹te pro míèek na stolní tenis o hmotnosti 3;0 g a polomìru14 mm. [7]
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Øe¹ení:Vyøe¹me nejrve pohyb tìlesa v neodporujícím prostøedí. Poloha tìlesa po uplynutídoby t od zaèátku vrhu je urèena polohovým vektorem
r = r0 + v0t+ 12gt2:Rozepsáním podle souøadnic dostaneme soustavu dvou rovnic

x = v0t cos�y = h+ v0t sin�� 12gt2:Vylouèením èasu t z první rovnice dostáváme rovnici
y = h+ x tg�� 12g� xv0 cos��2 :K modelování pohybu koule i míèku mù¾eme pou¾ít nìkterý z programù k øe-¹ení balistického problému (viz kap. 5) a zmìnit jen poèáteèní podmínky. Prokouli:y(1)=2;R=0.06; % polomìr kouleglobal m=7.26; % hmotnost kouleAnalogicky pro míèeky(1)=2;R=0.014; % polomìr míèkuglobal m=0.003; % hmotnost míèkuK modelování pohybu v neodporujícím prostøedí staèí zapsath=2;v=14; % poèáteèní rychlostglobal g=9.81; % tíhove zrychleníeluhel=40; % elevaèní úhel ve stupníchalpha=eluhel*pi/180;vx=v*cos(alpha);vy=v*sin(alpha);x=0:0.001:vx*(vy+sqrt(vy^2+2*g*h))/g;plot(x,h+vy*x/vx-g*x.^2/(2*vx^2),";koule i micek bez odporu vzduchu;")Výsledné modely pohybu jsou na obrázku 5.8.
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Obrázek 5.8: K úloze 14. Vrh lehkoatletické koule a míèku pro stolní tenis v od-porujícím a neodporujícím prostøedí
Úloha 15.
Ly¾aø o hmotnostim = 90 kg získá po urèité dobì jízdy na velmi dlouhém rovnémsvahu se sklonem � = 15� stálou rychlost vm = 18 m � s�1. Souèinitel smykovéhotøení mezi ly¾emi a snìhem je f = 0;055, g = 9;81 m � s�2. Velikost síly odporuvzduchu je pøímo úmìrná druhé mocninì rychlosti: Fo = Kv2.Urèete velikost koe�cientu K a modelujte závislost rychlosti a dráhy ly¾aøev závislosti na èase.
Øe¹ení:Pøi pohybu ly¾aøe se uplatní pohybová slo¾ka tíhové síly, smykové tøení a odporvzduchu. Výslednice tìchto sil má velikost

F = mg(sin�� f cos�)�Kv2:
Na velmi dlouhém svahu dosáhne rychlost ly¾aøe mezní hodnoty vm, pøi které jevýslednice sil nulová a platí

mg(sin�� f cos�)�Kv2m = 0;
K = mg(sin�� f cos�)v2m = 0; 5605 N �m�2 � s�2:
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Okam¾ité zrychlení ly¾aøe v èase t je
a = Fm = g(sin�� f cos�)� Kmv2:

Program pro modelování závislosti rychlosti ly¾aøe na èase mù¾e vypadatnásledovnì:
% numerické øe¹ení pohybu ly¾aøeclear -all% definice poèáteèních podmínekt(1)=0;s(1)=0;v(1)=0; % poèáteèní rychlostm=90; % hmotnost ly¾aøeuhel=15; % úhel ve stupníchf=0.055; % souèinitel smykového tøenívm=18; % v SIalpha=uhel*pi/180;global g=9.81; % tíhové zrychleníK=m*g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))/vm^2;% -----------------------------------------------dt = 1; % krok integrace% -----------------------------------------------% vlastní numerická integrace - metoda Feynmannova% -----------------------------------------------i=1;a=g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v^2/m;while (v<=17.5) %v5=v(i)+a*dt/2;i=i+1;s(i)=s(i-1)+v5*dt;v(i)=v5+a*dt/2;t(i)=t(i-1)+dt;a=g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v(i)^2/m;endwhile% -----------------------------------------------% vykreslení závislosti v na t
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Obrázek 5.9: K úloze 15. Graf závislosti rychlosti ly¾aøe na èase.
gset zeroaxis lt 1gset xtics axis nomirrorgset ytics axis nomirrorgset xrange [-0.5:]gset yrange [-1:]gset nobordergset nokeyplot(t,v);Výsledný graf je no obrázku 5.9.Analogicky bychom vykreslili i graf závislosti dráhy na èase (viz obrázek 5.10).
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Obrázek 5.10: K úloze 15. Graf závislosti dráhy ly¾aøe na èase.
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