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Uvod

Reseni fyzikélni tilohy m4 obvykle dvé samostatné &4sti — obecnou a numeric-
kou. V obecné ¢asti sestavime na zakladé vhodnych fyzikalnich zakont potiebné
rovnice a z nich matematickymi tpravami dojdeme ke vztahim, které vyjadiuji
hledané veli¢iny pomoci veli¢in danych a riznych konstant. U jednodusSich dloh
pak v numerické ¢asti do té€chto vztahd dosadime Ciselné hodnoty danych ve-
li¢in a konstant a ziskdme ciselné hodnoty hledanych veli¢in, které doplnime

V praxi se vSak Casto setkdvame se zdanlivé jednoduchymi tilohami, jejichz
feSeni vede k transcendentnim nebo diferencidlnim rovnicim, jeZ bud’ neumime
fesit elementarnimi prostfedky (analyticky), nebo je toto feseni — zejména na
urovni stiedni Skoly — velmi obtizné. Takové tlohy pak musime fesit pfibliznymi
numerickymi metodami. Dnes, v dobé Sirokého rozsifeni osobnich pocitacii a pro-
gramovatelnych kalkulator( a bohaté nabidky vyuzitelného software, se oteviraji
moznosti pro vyuZiti téchto metod prakticky vSem zdjemctim.

Problematika numerického feSeni fyzikdlnich dloh na tdrovni stfedni Skoly
neni zcela novd. Tento text proto navazuje na materidly [12} [18] [19] vyuzi-
vajici Cesky program FAMULUS, ktery si v minulych letech ziskal relativné
velkou popularitu na Skoldch. Jeho vazba na operac¢ni syst¢tm MSDOS a
hlavné fada programu podobného zaméfeni vedly k tomu, Ze jiZ neni dale
vyvijen, i kdyZ zajemci si jej stdle mohou stdhnout a nainstalovat napft. z adresy
http://kdf .mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/software/software.html|
Cilem toho textu je nabidnout jednu z mozZnych volné dostupnych al-
ternativ  tohoto programu, konkrétné GNU Octave (domovskd stranka
http://www.octave.org/).

Vzhledem k omezenému rozsahu zde nemtZeme nahradit podrobny uZivatel-
sky manudl k programu, namisto systematického vykladu se s nim budeme sezna-
movat prostiednictvim konkrétnich piikladi. Zaméfime se na zdkladni piehled
(na vétSinu z nich a mozna i na dalsi pfijdou jist€ uzivatelé sami) a na konkrétnich
dlohéch si ukdZeme né€kolik moZnosti feSeni transcendentnich i jednoduchych di-
ferencidlnich rovnic. Vice uloh spojenych vétsinou s fyzikalni olympiddou najdou
zajemci v diplomové préci [9].


http://kdf.mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/software/software.html
http://www.octave.org/

Cast 1

Program GNU Octave

Jak napovidd sdm nédzev programu, je GNU Octave soucasti projektu GNU
(http://www.gnu.cz/), ktery patii k symbolim svobodného software. Zahr-
nuje celou $kdlu programt s riznym vyuZzitim. Pfipometime nejprve zdkladni
principy projektu a s nim spojené licencni podminky, které se vztahuji i na soft-

ware GNU Octave.

1.1 GNU a GPL

1.1.1 Projekt GNU

Projekt GNU byl zaloZen v roce 1984 s cilem
vytvorit klon operac¢niho systému UNIX, ktery by byl
Sifen jako svobodny software (angl. free software).
Odtud pochdzi i ndzev — GNU je rekurzivni akronym
pro ,,GNU’s Not UNIX* a vyslovuje se [gnd].

V ndvaznosti na tento projekt byla v roce 1985 za-
loZena Nadace pro svobodny software (Free Software
Foundation) s cilem podporovat prava uzivateli po¢i-
tacl pouZivat, studovat, kopirovat, modifikovat a re-
distribuovat pocitacové programy. Nadace podporuje
vyvoj svobodného softwaru, jmenovité pak operac-
niho systému GNU. Dnes jsou hojn€ pouZzivany rizné
varianty operac¢niho systému GNU s kernelem Linux;
ackoliv se témto systémutm Casto fikd Linux, presnéjsi
pojmenovani pro né€ je GNU/Linux.

Zékladem filosofie projektu GNU je ptfesveédcent,
Ze svobodny software je zalezitost svobody: lidé by
méli mit svobodu vyuZzivat software v§emi zputsoby,
které pfinaseji né&jaky spolecensky uZitek. Software
se 1is{ od hmotnych objektt (Zidle, sendvice nebo
benzinu) v tom, Ze miZe byt mnohem snadnéji ko-
pirovan a modifikovan a uZivatelim se davd moZnost
— u programu patficich do GNU projektu — tuto vy-
hodu maximdlné vyuzit. Zakladatelem a dstfedni po-
stavou hnuti je Richard Matthew Stallman (obr. [1.2]

Obr. 1.1: Logo GNU
projektu

e

Obr. 1.2: Richard
Matthew Stallman
(ptevzato z [1])

osobni stranka http://http://www.stallman.org/); pivodné absolvent ba-


http://www.gnu.cz/
http://http://www.stallman.org/

kalafského studia fyziky na Harvardové univerzité je znam predevsim jako autor
editoru GNU Emacs a prekladace gcc.

FSF/UNESCO adresar svobodného softwaru (FSF/UNESCO Free Software
Directory, http://directory.fsf.org/) dnes zahrnuje vice nez 4000 ba-
lickd svobodného softwaru poskytuje. Pro podporu Sifeni svobodného soft-
waru, GNU projekty i non-GNU projekty, poskytuje FSF FTP servery
(ftp://ftp.gnu.org/) které jsou zrcadleny po celém svété. Pro vyvojire
mnoha GNU i non-GNU projekti poskytuje Free Software Foundation CVS
server Savannah (http://savannah.gnu.org/).

1.1.2 GPL - General Public Licence

Na vsSechny softwarové balicky zafazené do projektu GNU (vCetn€ programu
GNU Octave) se vztahuje vSeobecnd verejnd licence GNU (v origindle GNU Ge-
neral Public Licence) oznaCovand nejcastéji zkratkou GNU GPL[6] poptipadé
nékterd z jejich slabsich verzi (napf. GNU LGPL). Podle svych principi a v kon-
trastu s béZné znamym copyrightem byva tato licence oznaCovana jako copyleft.
Jejim cilem je zarucit:

e svobodu ke sdileni a ipravam svobodného softwaru;

e pravo spoustét program za jakymkoliv ticelem;

e pravo studovat, jak program pracuje, a prizpdsobit ho svym potfebam
(pfedpokladem k tomu je piistup ke zdrojovému kédu, nejen k k programu
samotnému);

e pravo redistribuovat kopie dle svobodné viile;

e pravo vylepSovat program a zvefejiiovat zlepSeni, aby z nich mohla mit pro-
spéch celd komunita (pfedpokladem je opét pristup ke zdrojovému kédu).

V tomto smyslu je svobodny (free) software takovy, k némuz je k dispo-
zici také zdrojovy kéd, spolu s pravem tento software pouZzivat, modifikovat a
distribuovat. Naprostd vétSina svobodného software je zdarma, ackoliv to podle
licence neni podminkou. Svobodny software neznamend nekomerc¢ni, komeréni
vyvoj svobodného software neni ni¢im neobvyklym. Za ziskani kopii svobodného
software muzete platit, nebo je obdrzet zdarma, ovSsem bez ohledu na zpusob, jak
jste je ziskali, méte vZdy svobodu kopirovat a ménit software, dokonce proddvat
nebo darovat jeho kopie nebo pozménéné verze. Copyleft licence tak ik, Ze
pokud redistribuujete origindlni nebo pozménénou verzi programu, musite tuto
verzi redistribuovat pod stejnou licenci pod jakou jste ziskali pivodni program,
nesmite pfidat Zddnd omezeni, abyste tak neodepfeli zminéné zdkladni svobody
ostatnim.

Kromé toho byva zvykem, Ze jednotlivé programové balicky maji své vlastni
internetové stranky, odkud je nejen mozné si program stahnout, ale uZivatelé tam
najdou i manualy (standardni byva angli¢tina, pieklady do dalSich jazykd zavisi
vét§inou na mnozstvi uZivateli a dobrovolnych ptekladateld v dané jazykové


http://directory.fsf.org/
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oblasti) a diskusni mailové skupiny, kam je moZné posilat dotazy ohledné pouZi-
véani programu a poucit se na konkrétnich problémech u zkusengjsich uzivatelu ¢i
piimo autorti programu. Pro zdatné programatory se také otevird mozZnost pfimo
se na vyvoji ¢i vylepSovani programu podilet (coZ dél4 i béZny uzivatel, pokud
hlasi autorim chyby, s nimiZ se pii své praci setkal — kazdy, i sebedokonalejsi
program je koneckoncti jen lidskym vytvorem).

S pojem svobodného software volné souviseji (a ne€kdy jsou ne zcela
spravné zaménovany) také freeware a open source. Termin ,freeware” nema
jasnou a pfijatelnou definici, ale je béZné pouzivan pro baliky programd,
u kterych je dovolena distribuce a pouZivdni, ale ne modifikace (zdro-
jové kody nejsou dostupné), mezi svobodny software proto nepatii. Termin
,»open source je Casto pouZivdn k oznaceni viceméné tychZz véci jako svo-
bodny software, i kdyZ jeho licence nemusi zarucovat tolik svobod jako
GPL. Podrobnégjsi popis jednotlivych kategorii najdeme napf. na strankich
http://www.gnu.org/philosophy/categories.cs.html.

Jak jiz bylo zminéno, do kategorie svobodného software dnes patii
celd tada programu, které pravé diky své volné dostupnosti mohou byt
pravé ve Skolstvi vhodnou alternativou komercné prodavanych proprietér-
nich programti. Zmifime napf. program pro vykreslovani a znazorfiovan{
dat GNUplot (domovska stranka http://www.gnuplot.info/, ukazky grafi
http://gnuplot.sourceforge.net/demo/), ktery pouziva ke grafickému
znazornéni i GNU Octave, balik pro symbolické vypocty (tzv. pocitacova alge-
bra) GNUMaximaE] (domovska stranka http://maxima.sourceforge.net/)
nebo program pro grafické Gpravy obrazku a fotografii Gimp (GNU Image Ma-
nipulation Program; domovska stranka http://www.gimp.org/, Ceské stranky
http://www.gimp.cz).

1.2 Program GNU Octave

GNU Octave predstavuje vyS$§i programovaci jazyk (,jazyk pro nepro-
gramatory*) zaméfeny na numerické operace podobny pomérné rozsifenému
Matlabu® firmy The Mathworks (http://www.mathworks.com/). Jeho au-
tor John W. Eaton — pocitacovy administrator skupiny chemického inZenyrstvi na
University of Wisconsin, kterd se mimo jiné zabyva i navrhy chemickych reaktor(

1 Mazima vychéazi z projektu Macsyma, jenz byl vyvijen v MIT (Massachusetts In-
stitute of Technology) a financovan United States Department of Energy a dal$imi
vladnimi organizacemi. O vyvoj jedné z verzi Macsyma se staral od roku 1982 az do
své smrti v roce 2001 Bill Schelter, jenz v roce 1998 ziskal svoleni uvefejnit svou verzi
pod GPL. Tuto verzi nazyvanou Mazima nyni udrzuje nezavislda komunita vyvojara a
uzivateld.
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—tento jazyk vytvofil roce 1988 jako pomucku pro studenty, aby nemuseli zvlad-
nout béZné programovaci jazyky Fortran nebo C++. Samotné jméno ,,Octave® pry
pochdzi ze jména autorova byvalého ucitele, ktery proslul svou schopnosti délat
rychlé kalkulace na kouscich papirkii. Program je podobné jako Matlab® zalozen
na efektivnim pocitini s maticemi, pracovat miZeme budto interaktivné (po-
stupné zadavani prikazli) nebo spousténim delSich pfedem pfipravenych skripta.
Historie zadanych pfikazi se zaznamenava a je mozné se k nim postupné vracet
nebo si historii uloZit jako hotovy skript. Zadavat lze i komplexni ¢isla, k dis-
pozici jsou déle goniometrické, hyperbolické funkce, logaritmy, logické funkce,
cykly, statistické funkce, polynomy, algoritmy pro numerické feseni diferencial-
nich rovnic, numerickou integraci, konverzi (a rozklad) obrazovych i audio dat,
zpracovani signali atd. Jak jiz bylo feceno, pro zobrazovani grafickych vysledki
se automaticky vold program GNUplot, z néhoz lze obrazek ulozit v riznych
formatech (postscript, png apod.).

V soucasné dobé& (zafi 2007) jsou k dispozici dvé verze programu — sta-
bilni (¢islo 2.1.xx) pouzivana v tomto textu a beta-verze (Cislo 2.9.xx), ktera je
zejména v oblasti prace s 2D i 3D grafikou blizsi Matlabu® a lze ji v omezené
podobé spoustét pfimo z CDROMAI nebo flashdiskd. Na dilezité rozdily v textu
upozornime.

1.3 Proc (ne)pouzivat GNU Octave

Volba programu, ktery bude pouZzivat, patii vZdy k vysostnym zdleZitostem
uzivatele. V oblasti matematicky orientovanych programu je dnes k dispozici
velké mnozstvi balikii, od komerénich proprietdrnich (napf. Matlab®, Maple®
nebo Mathematica®) az pro freeware nebo svobodny software (napf. Scilab nebo
GNU Maxima). Nabizi se proto otdzka, jaké vyhody ¢i nevyhody jsou spojeny
s pouzivanim programu GNU Octave a proc€ si (ne)vybrat pravée tento balik. Kromé
ceny (je zdarma, takZe oproti vySe zminénym proprietdrnim programim vychaz{
jedna licence asi o 30 000,- K¢ levnéji) bychom méli pfipomenout a zvéZzit ndsle-
dujici klady (,,+) a zdpory (,,—*):

— K efektivnimu pouzivani musime zvlddnout alespon zdklady programova-
ctho jazyka, coZ ale plati pro vétSinu matematického software.

— Zékladem vypoctl jsou manipulace s maticemi, coz v nékterych situacich
vyZaduje zvlaStni syntax (vice v nasledujici kapitole).

— Program nemad propracovand grafické prostfedi a proto ,,neni moc o kli-
kéani ““; vétSinu dkonl ovladdame pomoci klavesnice z piikazové fadky.

+ GNU Octave neni vyukovy program, proto se nezaméfuje ani na grafické
ovladani ¢i pohyblivé simulace. Tim se na druhé strané vice bliZ{ progra-
mim ¢asto uzivanym v realné technické praxi.



+ VyuZiti programu se neomezuje zdaleka jen na dynamické modelovani,
jemuz je prevazné vénovdn tento text. Diky tomu se miZe zdat pro jeden
dany tcel pouZiti piili§ robustni a sloZity, na druhou stranu — pokud si na
program uZ jednou zvykneme — miZeme v jednou prostiedi fesit hodné
problémd.

+ Jde o mezindrodni projekt, vétSina materidli a manudlt i diskusni skupina
pouziva anglictinu, jejiZ znalost je bezesporu vyhodou. Na druhou stranu
je velmi pravdépodobné, Ze v Siroké komunité€ n€kdo fesil a uz vytesil
podobny problém jako my a bude ndm umét poradit. VEtsi pocet uzivatell
také rychleji odhali pfipadné chyby a nedostatky programu.

+ Programovaci jazyk pouzivany GNU Octave ma syntaxi velmi podobnou
(i kdyZ ne 100% kompatibilni) v praxi Siroce pouZivanému Matlabu®.
Pokud si nas student zvykne na zdkladni principy a filozofii, pfipadny
pozdéjsi pfechod mezi programy nenfi obtiZny.

+ GNU Octave je multiplatformnim programem, 1ze ho pouZivat jak v ope-
racnim systému Windows, tak ve vétSiné verzi Linuxu (v fadé distribuc{
jsou i pfedkompilovany instalacni balicky). Pfiznejme, Ze pouZivani pod
Linuxem je v souc¢asné dobé pohodlnéjsi.

+ Zékladni manudly — na rozdil napf. od Scilabu (pokud je ndm zndmo) —
jsou k dispozici i v ¢estiné ([1L1} [15]).

+ S pouZzitim GNU Octave se setkdme na fad€ mist ve Wikipedii [1]] a pokud
s programem umime pracovat, miZeme si pfimo spustit skripty, které tam
nalezneme.

V soucasné dobé roste popularita java-appletG a také simulacnich pro-
grami typu Interactive Physics™ (domovskd strinka v anglictingé ma
adresu http://www.design-simulation.com/IP/index.php, informace
v CeStiné najdeme napf. na http://www.ictphysics.upol.cz/| nebo
http://www.gjwprostejov.cz/projekty/sipvz03/). Zatimco pro tvorbu
vlastnich appleti musime zvladnout objektové orientovany programovaci jazyk
Java vyvinuty firmou Sun Microsystems se v§im, co k tomu patti, vyhodou ,,inter-
aktivni fyziky* je bezesporu propracované grafické prostiedi umoZziujici pomérné
snadno vytvéret velmi pisobivé simulace realnych fyzikdlnich déji. Jak jiz bylo
feCeno v prvni ¢asti textu, fada preddefinovanych faktort pfitom jednak ¢asteéné
omezuje oblast pouziti a jednak Cast fyzikdlnich vlastnosti zustava pied zvida-
vym Zakem skryta. Proto jsme pfesvédCeni, Ze i dnes ma smysl se dynamickym
modelovanim zabyvat, nebot pfi ném mame pod kontrolou v§echny parametry a
procedury. A hlavné — radost z dobie napsaného a fungujiciho skriptu urcité stoji
za to!
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Cast 2
Prvni kroky s programem

2.1 Prikazovy fadek a terminal

Jiz jsme zminili, Ze zdkladnim pracovnim prostiedim programu je terminal
s pitkazovym fédkem (obr. 2.I), pomoci néhoZz zaddvdme programu jednotlivé
piikazy. K jednou zadanym piikazim se muZzeme vracet pomoci kldvesy ,,se
Sipkou nahoru®, takze je neni nutné vypisovat znovu. Termindl je také scho-
pen doplilovat jména piikazi, definovanych funkci a jmen souboru v aktudlnim
adreséfi pomocfi kldvesy Tab (tabuldtor); pokud napft. napiSeme

octave:1> ta
a stiskneme tabulator, program nabidne mozna doplnéni

table tabulate tan tanh taylorcoef

B GNU Octave 2.1.73 =10 x|

1 -8 16 -7 -2

Stisknete libovolnou klavesu...
Hasobeni: conu{koef1,koef2)
ans =

1 11 42 71 51 -8 -4

Deleni: [podil, zbytek]=deconu({koef1,koef2}
podil =

1 -5 -1
Zbytek =

8 8 8 8 @
Uysledny polynom: polyout{podil, ‘'y'}

1#y”2 - Syl - 1
octave 5> =

Obr. 2.1: Terminalové okno s pfikazovym fadkem ve Windows XP

I kdyZ je mozné historii prikazi ukladat, delSi posloupnosti piikazl se be-
zesporu vyplati uloZit do souboru a volat vSechny piikazy v tomto souboru (tj.
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cely uloZeny skript) jednim piikazem, odpovidajicim jménu uloZeného souboru.
Podobné jako u Matlabu® soubory ukldddme s pfiponou *.m, seznam souboru
v aktudlnim adresafi zjistime piikaze

octave:3> 1s

jehoZ odpovéd miize vypadat napf. nasledovné

baliste.m grafika.m liss.m micek.m pruzkyv.m
balist.m grafika2.m lyzarfv.m oscilb.m raketa.m
foucault.m haleboop.m matice.m parasut.m skladkmitf.m

Soubory s pfiponou *.m mtzeme pifmo spustit, z vy$e uvedeného vypisu
tieba

octave:4> foucault

spusti model kmiti Foucaultova kyvadla popsany v ¢asti[f.3.2] Aktudlni adresf,
v némz momentalné GNU Octave pracuje, ziskame piikazem

octave:5> pwd
a do jiného adresare (sloZky) se prepneme pf&azenﬂ
octave:6> cd

K psani ¢i nasledné editaci vlastnich skripti 1ze vyuzit vétSinu textovych
editord, napf. Pozndmkovy blok (Notepad), ktery je soucasti instalace operac-
niho systému Windows. PiSeme-li vSak skripti vice, patrné ocenime mozZnosti
pokrocilejsich editort, které umi Cislovat fadky, barevné odliSovat komentére,
prikazy, funkce i ¢iselné konstanty (tzv. syntax highlighting neboli zvyraziiovani
syntaxe). vétsinu téchto editorti 1ze vyuzit i pro jiné programovaci jazyky, psani
dokumenti v TgXu nebo editaci kédu www-stranek. I v této kategorii je nabidka
freewarovych programt pomérné §irokd — pfimo s instalaci GNU Octave pro Win-
dows se nainstaluje editor Scite (http://www.scintilla.org/SciTE.html),
z dal8ich stoji za zminku napf. pivodem Cesky PSPad autora Jana Fialy
(http://www.pspad.com/cz/), ktery Ize do systému i integrovat jako nahradu
az prili§ jednoduchého Pozndmkového bloku. U obou zminénych programu lze
nastavit fadu parametrt, véetné fontt a barev tak, jak to uZivateli subjektivné nej-
1épe vyhovujeE]Nastavfme—li, aby se dany typ souboru oteviral vZdy ve vybraném
editoru, miZeme se pustit do psani prvnich programd.

IModifikaci 1s -1 ziskame podrobny vypis soubort s jejich velikosti a datem posledni
zmeény.

2] k nému existuje fada moznych parametrii nap¥. cd / prepina do hlavniho adresate
(slozky), jimz v OS Windows vétsinou byva disk C:. Obsahuji-li jména adresait mezery,
musime dat nazev do uvozovek, tj. cd "/Documents and Settings".

3V soucasné verzi PSPadu pouzivame stejny zvyraziiovaé pro GNU Octave i Matlab®
oznaceny jako MATLAB13.
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2.2 Zakladni funkce a prikazy

Nyni jsme pfipraveni vyzkouSet prvni kroky s programem. Podobné jako
Matlab® vypisuje GNU Octave &isla v riznych formatech. V zakladnim nastaveni
vypisuje dvé notoricky zndmé zakladni konstanty ve tvaru

octave:1> pi, e
pi = 3.1416
e = 2.7183

Chceme-li si vystup na vice desetinnych mist, pouZijeme

octave:2> format long
octave:3> pi, e

pi = 3.14159265358979
e = 2.71828182845905

k ptivodnimu nastaveni se vratime pomoci format short. Zdliraznéme, Ze tim
neovliviiujeme piesnost, s jakou GNU Octave pouZivd ¢isla pfi vypoctech. Ma-
ximdlni pocet desetinnych mist, kterd miZzeme zobrazit je 42*; dosdhneme toho
prikazem.

octave:4> printf ("%.42f\n", pi);

s Nz

kde \n znaéf{ pfechod na novy fadek po vykondni piikazu. Podobné si miizeme
nechat vypsat napt. v/ 10

octave:5> printf ("%.42f\n", sqrt(10));
3.162277660168379522787063251598738133907318

Zakladnimi objekty, s nimiZ program efektivné pracuje, jsou matice, i iselné
konstanty chdpe jako matice s jednim prvkem. Jednofddkovou matici (fddkovy
vektor) zadame ve tvaru

octave:6> m=[1 2 3 4 5 6]
m =

1 2 3 4 5 6

4Chceme-li napi. Ludolfovo ¢&slo m na 1000 desetinnych mist, musime pouzit program
pro symbolické vypocty (napf. GNU Mazima) nebo alespoli nainstalovat k programu
GNU Octave knihovnu pro symbolické vypocty, s niz bude v takovych pfipadech spo-
lupracovat (napf. GiNaC). V beta-verzi GNU Octave 2.9.xx tuto knihovnu najdeme,
v linuxovskych distribucich vétsinou staci doinstalovat balicek octave-forge. Potom
1ze pouzit: digits(1000); a Pi.
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matici k ni transponovanou (tj. sloupcovy vektor)

octave:7> m’
ans =

DO WN -

coZ Ize dosdhnout i pfimo zaddnim (fddky matice ukoncujeme stfednikem)

octave:8> m=[1; 2; 3; 4; 5; 6]
m =

DO WN -

Ukoncime-li fadek stfednikem, matice se vytvoii, ale nevypiSe na obrazovce, coZ
je uzitecné u velkych matic s mnoha prvky

octave:9> m=[1; 2; 3; 4; 5; 6];

Vyjdeme-li z pivodni fddkové matice m=[1 2 3 4 5 6], miZeme ndsobeni
fadkové a sloupcové matice zapsat

octave:10> m*m’
ans = 91

z matematického hlediska jde o soucet Y, m?. Protoze u ndsoben{ matic zdvisi na
pofadi (neni komutativni), zimé€nou matice m a matice transponované ziskame
matici

octave:11> A=m’*m
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6 9 12 15 18
8 12 16 20 24
10 15 20 25 30
12 18 24 30 36

o 0w

neboli matici s prvky A;; = mym;. PFi ndsobeni a umocriovdni matic proto
musime ddt pozor! Chceme-li umocnit prvky matice napf. na druhou, nemiiZeme
napsat pouze m~2 — chybové hldSka ndm napovidd, Ze GNU Octave se snaZzi
umocnit matici jako celek a to lze jen v pripadé ¢tvercové matice

octave:12> m"2
error: for A"b, A must be square

error: evaluating binary operator ‘~°’

near line 11, column 2

Chceme-li ziskat matici s jednotlivymi prvky m? (tj. umocné&nou ,.&len po ¢lenu*),
musime napsat

octave:12> m."2
ans =

1 4 9 16 25 36

nebo pomoci ndsobeni m. *m. Toto opomenuti byvd pricinou mnoha chybovych
hldsek, u ¢tvercovych matic, kdy se chybova hliaska neobjevi, mize vést ke
Spatnému vysledku. Dodejme, Ze na stejny zdpis a ,,nepohodli* si musi zvyknout
i uzivatelé Matlabu®.

Kromé tist€nych manuélt ¢i ndvodu na internetu mizeme zékladni ndvody a
informace ziskat pfimo pomoci programu piikazem

octave:13> help
hleddme-1i pomoc ke konkrétnimu piikazu, pfipojime jeho jméno
octave:14> help plot

V termindlu se ndm objevi popis, jimZ mizeme postupné listovat, opustime ho

klavesou ,,q“, po jejimz stisknuti miizeme zadavat dalsi piikazy. V piipadé potieby
muZeme vypis terminalového okna vymazat piikazem

octave:15> clc
nadefinované konstanty a proménné vymaZeme pirikazem

octave:16> clear
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pouze matici m vymaZeme piikazem clear m. Hlasky vypisované na obrazovku
a komunikujici s uZivatelem zaddvame pomoci piikazu printf nebo fprintf,
napf.

octave:17> fprintf ("Stisknete libovolnou klavesu...\n");

Vyznam to ma zejména, pokud pfipravujeme programy, jeZ bude spoustét i nékdo
jiny (tfeba nasi studenti). Chceme-li v duchu pfedchozi ukazky do skriptu zafa-
dit pferuseni béhu programu s ¢ekdnim na stisk libovolné kldvesy uZivatelem,
pouZijeme pause.

2.3 Nékteré matematické funkce
Z hlediska stfedoskolské matematiky a fyziky ma GNU Octave ptreddefino-

vano né€kolik zajimavych funkci a procedur. Napf. feSeni soustavy linedrnich
rovnic

dr+3y—2z = 40
6r —by—3z = 50
3r+2y+5z = 220

snadno najdeme pomoci matice soustavy

octave:1> A=[4 3 -2;6 -5 3;3 2 5]

A =
4 3 -2
6 -5 3
3 2 b5

a matice sestavené z pravych stran

octave:2> B=[40;50;220]
B =

40

50
220

podilem matic
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octave:3> A\B
ans =

10.000
20.000
30.000

uréujicim feSeni = = 10, y = 20 a z = 30. Na tomto 1ze demonstrovat dvoji typ
déleni matic. VySe pouZita operace A\lﬂmatematicky odpovida ndsobeni inverzni
matici zleva A~!B. B&/né uZivany znak déleni A/B pak reprezentuje vyraz
AB™!, ktery oviem pro naSe konkrétni matice nelze vypocitat pro nekompatibilni
pocet fadku a sloupci matic A a B. Rozdil mezi obéma d€lenimi pak ukdZeme
na pomoci matice B, srovname-li vyrazyﬁ

octave:4> B\B, B/B
ans = 1.0000
ans =

0.030476 0.038095 0.167619
0.038095 0.047619 0.209524
0.167619 0.209524 0.921905

Podobné jako pri ndsobeni musime ddvat pozor, chceme-li délit jednotlivé prvky
matice, kde je opét tieba vioZit tecku

octave:5> B./B
ans =

1
1
1

Na matici A si mdZzeme ukézat vybér jejich jednotlivych prvka. Napf. prvek Aog
vyvoldme piikazem,

octave:6> A(2,3)
ans = 3

5Znak \ pouzivame také v jiném vyznamu — rozdélujeme jim piikaz na vice Fadkii,
pokud je z néjakych duvodu jejich délka omezena jako napi. pfi sazbé tohoto textu.
Potom za nim ale néasleduje prechod na novy radek.

6Dodejme, 7e pojem inverzni matice zavadime piesné vzato pouze u matic ¢tverco-
vych, z ukazky vidime, ze dvoji typ déleni umoziiuje GNU Octave i pro nékteré matice
jiného typu.
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3. fadek a 2. sloupec pak postupné

octave:7> A(3,:), A(:,2)
ans =

Soucet fadkové nebo sloupcové matice (vektoru) ziskdme jednoduse piikazem

octave:8> sum(B)
ans = 310

podobné determinant matice A

octave:9> det(A)
ans = -241

Na piikladu kvadratické 422 + = — 3 = 0 rovnice miZeme demonstrovat
schopnost hledat kofeny polynomu. Z koeficienti polynomu sestavime matici

vy

v poradi od nejvyssiho k nejniz§imu

octave:10> koeficienty=[4 1 -3]
koeficienty =

4 1 -3

Kvadraticky polynom na levé strané miZeme pro kontrolu nechat vypsat ve
zvolené proménné (v tomto piipade x)

octave:11> polyout(koeficienty, ’x’)
4xx"2 + 1*x"1 - 3

Hledané feseni — kofen polynomu — vraci funkce matice koeficienti

octave:12> roots(koeficienty)
ans =

-1.00000
0.75000
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Zl’skve’wéme tak feSeni x1 = —1 axo = 0,75.
Resit miZzeme i dlohu opa¢nou — najit mnohoclen ke zndmym kofentim.
Napt. pro hodnoty x1 = —0,7, x2 = 0,9 jsou kofeny polynomu s koeficienty

octave:13> poly([-.7, .9]1)
ans =

1.00000 -0.20000 -0.63000

tj. 22 — 0,22 — 0,63.

Program umoziiuje nalézt jak soucin, tak podil dvou polynomi opét pomoci
matic jejich koeficientd. Napf. pro polynomy z* — 823 + 1622 — 72 — 2a 22 —
— 3z + 2 vytvofime matice koef1=[1 -8 16 -7 -2]; koef2=[1 -3 2];.
Koeficienty soucinu obou polynomi ziskdme piikazem

octave:15> conv(koefl,koef2)
ans =

1 -11 42 -T71 51 -8 -4
a koeficienty podilu

octave: 16> podil=deconv(koefl,koef2)
podil =
1 -5 -1
Poté miZzeme vypsat i odpovidajici polynom napf. v proménné y
octave:17> polyout(podil,’y’)
1xy~2 - B¥y~1 - 1

neboli y? — 5y — 1.

2.4 Prace se soubory

Nutnou podminku price s jakymkoli programem predstavuje moZnost ukladat
informace do souborl na pevném disku, siti ¢i pfenosném médiu. Nékteré zakladn{
funkce jako zjistén{ aktudlniho adreséie ¢i vypis souborti v ném jiz byly zminény
v &asti 2.1} Nyni zadefinujeme matici prvki po jedné od 1 do 10 (4j. s krokem
rovnym 1); protoZe pro nas bude vyhodnéjsi sloupcova matice namisto fadkové,
pouZijeme operaci transponovani matice ’
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octave:1> mereni=[1:1:10]"
mereni =

O OO NOODdWN-

[y

Nyni k téZe matici pfidejme sloupec s (pseudo)ndhodnymi hodnotami okolo 5.
Pouzijeme k tomu generator (pseudo)ndhodnych ¢isel rand (i, j), ktery vraci
matici 7 X j pseudondhodnych &isel v intervalu (0,1), vyndsobenim &islem 0,1
docilime toho, Ze ¢isla v druhém sloupci se budou od 5 liSit az na druhém
desetinném cisle. Vyslednd dvousloupcova matice tak pfipomind vysledek deseti
méfeni n&jaké veliCiny (tim jsme se inspirovali i pro ndzev proménné)

octave:2> mereni=[mereni [5+.1*rand(10,1)]1]

mereni =
1.0000 5.0124
2.0000 5.0323
3.0000 5.0559
4.0000 5.0607
5.0000 5.0124
6.0000 5.0832
7.0000 5.0341
8.0000 5.0759
9.0000 5.0659
10.0000 5.0149

K téZe matici mizeme piidat dalsi sloupec (dvéma nahodnymi Cisly zvétSujeme
13

ndhodné ,,rozmazani“ hodnot ve tfetim sloupci)

octave:3> mereni=[mereni [9.81%12.5+0.05%rand(10,1)-0.07*rand(10,1)]]

mereni =

1.0000 5.0124 122.6048
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2.0000 5.0323 122.6408
3.0000 5.0559 122.5813
4.0000 5.0607 122.6648
5.0000 5.0124 122.6527
6.0000 5.0832 122.6507
7.0000 5.0341 122.5876
8.0000 5.0759 122.6040
9.0000 5.0659 122.6187
10.0000 5.0149 122.6318

Ziskanou matici mereni nyni uloZime do souboru mereni.txt jako Cisty text
(ne v binarnim formétu), aby ji bylo mozné nacist i jinym programem (napf. ta-
bulkovym kalkuldtorem Excel)

octave:4> save -text mereni.txt mereni
Po vymazani proménné z paméti
octave:5> clear mereni

ji miZeme nadist ze souboru (jméno nactené proménné bude odpovidat jménu
souboru bez ptipony)

octave:6> load mereni.txt

Zkonstruovanou matici vyuzijeme k ukazce moznosti, jak s pomoci GNU Octave
zpracovat vysledky méfeni. Podivame-li se na hodnoty v matici, vidime, Ze prvni
sloupec by mohl odpovidat ¢islu méfeni, druhy Casu ¢ ~ 5 s a tiet{ draze volného
padu s ~ gt?/2. Vybereme-li z nattené matice jednotlivé sloupce a uloZime je
do proménnych

octave:7> pokus=mereni(:,1); cas=mereni(:,2); draha=mereni(:,3);
Ize vypocitat aritmetické priméry z = 1/n Y. | x;

octave:8> [mean(cas) mean(draha)]
ans =

5.0448 122.6237
odchylky x — &

octave:9> [center(cas) center(draha)]
ans =
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-0.0323554 -0.0189170
-0.0124431 0.0171056
0.0111785 -0.0424311
0.0159147  0.0410511
-0.0323656  0.0289959
0.0384046 0.0269348
-0.0106577 -0.0361146
0.0310966 -0.0197190
0.0211222 -0.0050090
-0.0298949 0.0081032

a standardni odchylky \/Z?:l (x—2)°*/(n—1)

octave:10> [var(cas) var(draha)]
ans =

0.00072476 0.00083179

S problematikou méfeni souvisi i regrese — hleddn{ zdvislosti mezi veli¢inami.
Zatimco napf. Excel standardn¢ umoziuje pouze regresi linearni, GNU Octave
umoziluje veli¢inami proloZit polynom poZadovaného stupné, v nasi ukdzce zvo-
lime 2. Zadefinujme nejprve veli¢iny x a y jako jednotddkové matice (vektory)

octave:11> x=1:1:10, y=x."2+x+3+0.5%rand(1,10)-0.3*rand(1,10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Columns 1 through 8:

5.1096 9.1916 15.0361 23.0593 33.1781
44.8745 59.1035  75.3419

Columns 9 and 10:

92.9817 112.8734

Koeficienty kvadratického polynomu vyhovujici podmince nejmensich ¢tverct
najdeme prikazem

octave:12> polyfit(x,y,2)
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ans =

0.99685 1.02112 3.08015

Nejlepsi aproximaci 2. stupné je tedy polynom y = 0,99685x2 4 1,02112z +
+ 3,08015.
Na zavér uvedme, jak lze vypsat napf. poslednich 10 zadanych pikazi

octave:13> history 10

2.5 Kreslime obrazky

Nezbytnou soucasti dynamického modelovani je i vykresleni vypoctenych
hodnot a funkénich zdvislosti. Vénujme se proto na zavér kapitoly zdkladnim
piikaziim dvourozmérné a tifrozmérné grafiky.

5 stisknete Libovolnou 1 [y
Nasahenis conu(koer i I UK LIl
ans =

1 -1 w2 -7

Deleni: [podil, zbytek]
podil -

15 1

zbytek =

Obr. 2.2: Okno s obrazkem vykreslenym programem GNUplot

Jak jiz bylo feCeno, GNU Octave pro vykreslovani grafi automaticky vold
GNUplot, v OS Windows se na panelu ve spodni ¢asti obrazovky objevi dvé nové
polozky (viz. obr.[2.2)). Zatimco okno s vlastnim grafem miZeme bez problémi
zavfit a pfi dal$im poZadavku se ndm vykresli novy graf (nebo prekresli stavajici
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s novymi parametry), druhé ptikazové okno samotného GNUplotu (na obr.[2.2]je
vyznaceno) zaviit nesmime; pokud se to stane, prerusi se komunikace (pipeline)
mezi GNU Octave a GNUplotem a Zadny dalsi obrazek se jiZ nevykresli —je nutno
GNU Octave restartovat

2.5.1 Dvourozmérna grafika

lJ{%dnoduch}’/ graf funkce y = sinz pro z € (0,10) vykreslime pomoci pii-
kazd

octave:1> x=0:pi/4:10; plot(x,sin(x))

Nejprve definujeme hodnoty nezdvisle proménné x od 0 do 10 s krokem /4 a
poté vykreslime pfisluSnou zavislost. Pokud se ndm jako v tomto piipad¢ zda
graf pfili§ hranaty (program spojuje jednotlivé body tseckami, i kdyZ 1ze pouZzit
i splajny), musime zjemnit déleni napf. zjemnénim kroku na 1/100. Rozsah
nezavisle proménné mtizeme zadat i volbou pocate¢ni a kone¢né hodnoty spolu
s poctem délicich bodli. Chceme-li napf. vyse pouzity interval rozdélit na sto
intervald (mezi 101 body), pouZijeme

octave:2> x=linspace(0,10,101); plot(x,sin(x))

K piikazu plot mizeme zadat i dalsi nepovinné parametry, napf. vykreslit i body
se spocitanymi funkénimi hodnotami parametrem -o (coz miZe byt uzite¢né pfi
znazornovani diskrétnich dat)

octave:3> x=linspace(0,10,11); plot(x,sin(x),’-0’)

nebo zménit barvu

octave:4> x=linspace(0,10,11); plot(x,sin(x),’-b’)

popft. vykreslit nékolik grafii najednou s riznymi parametry pro kazdy z nich

octave:5> x=linspace(0,10,41);
octave:6> plot(x,sin(x),’-*’,x,cos(x),’ob’)

vysledek vidime na obr.[2.3] jinou volbu

octave:7> plot(x,-sin(x),’"’,x,cos(x),’-ob;kosinus;’, \
x,-sin(x)."2+.5,’mL;schody;’)
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Obr. 2.3: Dva grafy v jednom Obr. 2.4: Totéz s jinou volbou
obrazku s rliznymi parametry parametrta prikazu plot

pak na obr. 2.4] Nezaddme-li parametry Zddné, budou grafy vykresleny Carami
(dseckami spojujicimi jednotlivé body), jejichz barva, resp. typ preruSované ¢ary
u Cernobilého vystupu, se budou automaticky pro jednotlivé Cary lisit v zavislosti
na typu vystupu (obrazovka, postscriptovy soubor, obrazek png apod.f] Kazdému
Ize urcité doporucit, aby se nebdl s volbami experimentovat a sam si nasel kom-
binaci parametrd, kterd jemu nejvice vyhovuje. Z pfedchozich ukdzek vidime, Ze
jimi pro kazdy z graft mtzeme definovat:

e 1yp grafu carovy (vychozi, -), teCkovany (. ), schodovity (L) nebo vynaseci
().

e barvu ato bud pismenem r, g, b, m, ¢ &i w nebo &isly 1-6, tj. v uvedeném
poradi Cervena (red), zelend (green), modra (blue), purpurova (magenta),
azurova (cyan) a bild (white). Vyzkousenim se presvéd¢ime, Ze i Cislim
7-9 jsou barvy pfifazeny ovSem bez komentafe v manudlu.

e bodovy graf neboli vykresleni bod{i bud pfimo uvedenim symbolu, ktery se
md v daném bodé vykreslitjako *, +, o, x, nebo dvojcifernym cislem, v némz
prvni cifra urCuje barvu a druhd symbol, opét 1ze experimentovat s Cisly
1-9). Z uvedenych ukazek vidime, Ze vyznaceni bodl 1ze kombinovat
s vykreslenim Car, napf. —*.

7V operaénim systému Linux se toto druhé okno viibec neotevird, pouze samotny
graf, takze se s timto problémem nesetkame.

87 diivodu uspory mista zde nebudeme reprodukovat viechny grafy, predpokladame,
ze Ctenaf ma moznost si vystup jednotlivych prikazt bezprostfedné ovérit pfimym za-
danim do programu.

9Nastaveni terminalu, tj. typu éar a bodi lze zjistit v programu GNUplot piikazem
test.
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e popisek uvadime mezi stfedniky, napf. ;kosinus;, stiednik na konci po-
pisku nesmi chybét. Vychozi popisky maji tvar ,.line 1%, ,line 2* atd.

Pokud je navic zapnut méd mouse (v OS Windows automaticky ve vychozim
nastaveni), vidime aktualni hodnoty soufadnic bodd, nad nimiZ se pohybujeme
mysi, v levém dolnim rohu obrazovky. Stisknutim prostfedniho tlacitka mizeme
znacku zvoleného bodu s t€émito hodnotami ptidat do grafu, tahem pfi stisk-
nutém pravém tlacitku midZeme vybrat detailni vybér n&jaké Casti grafu (pak
ale pfed dalSim obrdzkem musime anulovat veSkera nastaveni obrdzku). Tento
doplnék, dostupny pouze v novéjSich verzich, 1ze kdykoli zapnout piikazem
__gnuplot_set__ mouse a naopak inaktivovat __gnuplot_set__ nomouse.

Chceme-li vykreslené obrazky vytisknout popt. zaradit do textu, uvitime
moZznost ménit vzhled os, jejich popisek, poméru stran obrazku apod. U fady
obrazkt mize byt kéd (posloupnost ptikazi) pro tyto zmény stejné dlouhy jako
kéd pro samotny vypocet hodnot. UZivatelé Matlabu® maji k dispozici nékteré
prikazy typu axis, nejvice moZnosti prozatim skytad zadavani piikazu samotného
GNUplotu, které byvaji uvozeny __gnuplot_set__ nebo __gnuplot_raw

vvvvvv

popis by nutné suploval manudl k programu GNUplot (viz napt. [25]). Dodejme,
Ze ve starSich verzich programu se namisto uvedenych piikazi pouzival tvar
gset resp. graw, které sice zlistavaji stale implementovany, ale pfi jejich prvnim
pro zacinajiciho uzivatele nema tudizZ smysl si na né zvykat. Naopak v beta-verzi
2.9.xx jiz nejsou k dispozici ani piikazy typu __gnuplot_set__ apiipadné ome-
zené Upravy lze provézt vyhradné pomoci funkci axis, grid apod. analogickych
jejich matlabovskym protéjskim (ale ne s nimi zcela kompatibilnich).

Ukazme si je na piikladu funkce pfirozeného logaritmu In xm Graf logarit-
mické funkce pro x € (0,10) vykreslime piikazem

octave:8> x=linspace(0,10,101); plot(x,log(x));

jehoz vysledek na obr[2.5|nds urcité neuspokoji. Zavieme proto okno s obrazkem
(ale ne s programem GNUplot!) a zménime rozsah vykreslenych hodnot na ose
y na hodnoty y = —10 (to musime udglat vétSinou, pokud funkce md ve zobra-
zovaném intervalu singuldrni bod, v némZ hodnoty rostou nebo klesaji k £00)
nastavenim parametru yrange. Déle pfiddme soufadnicovou sit'(grid), vypneme
popisek v pravém hornim rohu (nokey) a zménime smér znacek na osdch smérem

10 Musime dat pozor, Zze pro pfirozeny logaritmus o zakladu e &sla b, tj. pro Inb
pouzijeme piikaz log(b), zatimco pro dekadicky logaritmus o zdkladu 10 logb piikaz
log10(b). Logaritmus o libovolném zakladé pak ziskdme podilem logaritmt jednoho
z téchto typt podle zndmych vztahi log, b =1Inb/Ina = logb/loga.
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ven z obrazku (tics out). Nakonec obrizek prekreslime s novym nastavenim
pomoci piikazu replot. Cela posloupnost piikazi pak vypada nésledovn@

octave:9> __gnuplot_set__ yrange [-10:]
octave:10> __gnuplot_set__ grid
octave:11> __gnuplot_set__ nokey
octave:12> __gnuplot_set__ tics out
octave:13> replot

jeji vystup je na obr. K dispozici jsou i logaritmickd méfitka na oséch, bud’

204303 line ]l ——
0 ) ——
204305 1 —
-4e-+305 1 0 /
-6e+305 b -2
-8e+305 4
-1le+306
-1.2e+306 N -6
-1.4e+306 8
-1.6e+306
-1.8¢+306 : : - - -10
0 2 4 6 8 10 0 2 1 6 8 10
Obr. 2.5: Graf logaritmické funkce Obr. 2.6: Upraveny graf
v zadkladnim nastaveni logaritmické funkce

na ose x nebo y pfip. na osach obou

octave:14> semilogx(x,log(x))
octave:15> semilogy(x,log(x))
octave:16> loglog(x,log(x))

Déle miizeme pochopiteln& upravit rozsah hodnot zobrazenych na ose 2[”? na-
stavenim parametru xrange a pouZit desetinné ¢arky namisto teCky parametrem
decimalsign

octave:17> __gnuplot_set__ xrange [0.1:]
octave:18> __gnuplot_set__ decimalsign ’,’

11V beta-verzi 2.9.xx soufadnicovou sit aktivujeme pomoci grid on, deaktivujeme
pomoci grid off, rozsahy na osach zadavame jako parametr funkce axis.

120znaceni xrange resp. yrange & v trojrozmérném piipadé zrange se nezméni, ani
kdyz pracujeme s jinymi proménnymi nez x,y,z.
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Vsechna nastaveni anulujeme na vychozi piikazem __gnuplot._raw__
("reset;"). Ve vétsiné pripadu se tim aktivuje vykreslovani pouhych bodi
(ne Car), které musime opét zapnout. Celd dvojice ptikazii pak vypada

octave:19> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:20> __gnuplot_set__ data style lines;

Vykreslit 1ze i parametricky definované kiivky, musime vsak ddt pozor, aby
matice definujici parametry mély stejny rozmer, tj. stejny pocet prvkii, v naSem pii-
padé 361. Pro ¢ € (0,8n) ar € (0,2) nakreslime spirdlu s rostoucim polomérem
o rovnicich x = rcosp, y = rsiny a také kiivku popsanou v polarnich sou-
fadnicich rovnici 7 = 2sin (2¢), tj. © = 2sin (2¢) cos @, y = 2sin (2¢) sin ¢.
PouZijeme postupné piikazy

octave:21> phi=linspace(0,8%pi,361);
octave:22> r=linspace(0,2,361);
octave:23> plot(r.*cos(phi),r.*sin(phi),\
2xsin(2xphi) .*cos(phi) ,2*sin(2*phi) . *sin(phi)) ;

Spravny tvar kiivek vyzaduje stejné méfitko na obou osach
octave:24> axis(’equal’), replot
zobrazeni os miZeme i vypnout

octave:25> axis(’off’), replot

nebo zapnout zobrazeni os prochdzejicich pocatkem soufadnic piislusnym typem
¢ary (v nasSem pripadé plnd tenka Cara linetype -IFE])

octave:26> __gnuplot_set__ xzeroaxis 1t -1

octave:27> __gnuplot_set__ yzeroaxis 1t -1

octave:28> replot

a nevykreslovat rdm okolo grafu

octave:29> __gnuplot_set__ noborder
octave:30> replot

V posledni ukdzce vyplnime barvou oblast mezi grafem funkce a osou x
o rovnici y = 0. Nejprve opét pro jistotu vymaZeme predchoz{ nastaveni grafi

13Cislovani ¢ar a dal$ich parametrti nastinéno spolu s parametry piikazu plot na
str. hodnoté —1 odpovidé tenka plné cara.
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octave:31> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:32> __gnuplot_set__ data style lines;

Pro hodnoty x € (0,10) opét vykreslime graf funkce sin x. Zménime styl vykres-
lovani na vypliiovani ohranicené osou x (y1=0)

octave:33> __gnuplot_set__ style data filledcurves y1=0
octave:34> x=linspace(0,10,51)’; plot(x,sin(x))

Vyplnit miZzeme i uzaviené k¥ivky, pro jednoduchost zvolime jednotkovy kruh

s hranici x = cos ¢, y = sin ¢, pfitom musime opé€t nastavit stejné méritko na
obou osdch

octave:35> phi=linspace(0,2*pi,51);

octave:36> __gnuplot_set__ style data filledcurves closed
octave:37> axis(’equal’)

octave:38> plot(cos(phi)’, sin(phi)’);

Vysledky pak vidime na obr.[2.7)a[2.8] Je ziejmé, Ze implementace této moZnosti

08 r
0.6 1
04
0.2 r

0.2

-0.2 ¢
-04 r
-0.6
-0.8 1

Obr. 2.7: Vyplnéna oblast
ohranicené grafem funkce Obr. 2.8: Vyplnény kruh

je prozatim spiSe v pocatcich (vice je rozvinuta jiz v beta-verzi GNUplotu). UZiva-
telé, ktefi by chtéli vyplilovat oblasti zvolenymi barvami a kombinovat vypliiovani
s kreslenim kiivek mohou doinstalovat balik EpsTk (http://www.epstk.de/).
Ten vyuZiva moZnosti postscriptu a je pomérné dobfe a snadno pouZzitelny v ope-
racnim systému Linux.

Pfed dal§im kreslenim nesmime zapomenout vritit se k vychozimu nastaveni
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octave:39> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:40> __gnuplot_set__ style data lines;
octave:41> __gnuplot_set__ data style lines;

nebo restartovat GNU Octave.

2.5.2 3D grafika

K snadné ukazce trojrozmérnych grafi mtizeme pouzit demonstracnich funkci
sombrero(n) a peaks(n), kde n uréuje hustotu sité bodu, v nichZ budou spo-
¢itany funkéni hodnoty (mnozstvi intervali podél os z a v, tj. posledni argument
funkce 1inspace). Funkce odpovidaji zdvislostem

sin (\/m)
sombrero (z,y) = —————2%, z,y € (—838)

peaks (z,y) = 3(1—z)%exp {—xz —(y+ 1)2} -
-10 (g —z® - y5) exp (—m2 — yz) —
—% exp [— (z+1)° - y2] , xy € (—3,3)
Vystup piikaza

octave:1> sombrero(51)
octave:2> peaks(51)

vidime na obrézcich2.91a2.170l

Zadefinujme si nyni postupné vlastni funkci dvou proménnych. Jak jiz bylo
naznaceno, pro vypocet jejich funkénich hodnot musime vytvofit ,,sit™ bodt (me-
shgrid) se v§emi moznymi kombinacemi hodnot nezévisle proménnych, v naSem
piipadé x a y. Pro xz,y € (—2,2) k tomu pouZijeme piikaz meshgrid s tim, Ze
déleni na osach samotnych definujeme podobné jako u dvourozmérnych grafii
pomoci linspace (nebo pomoci kroku ve zvoleném intervalu, napt. -2:.1:2 —

vy

snadno ovéiime, v ¢em nejsou definice stejné). Pro funkci

z= [(:17 —0,3)° + yZ] exp [712 —(y— 072)2}
zaddme

octave:3> [x,y]l=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));
octave:4> z=((x-.3).72+y."2) .*xexp(-x."2-(y-.2).72);
octave:5> mesh(x,y,z);
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Obr. 2.9: sombrero(51) Obr. 2.10: peaks(51)

Pripomerime, Ze stfednikem na konci fadku jsme zakazali vypis delSich matic
na obrazovku a vlastni vykresleni provedl piikaz mesh, jehoZ argumentem jsou
matice jednotlivych proménnych (x a y pfitom musi tvofit sit’,,meshgrid“). Pro
zachovani kompatibility s Matlabem® je téhoz vysledku dosdhnout také piikazem
surf (x,y,z),ale plocha se —narozdil od Matlabu® — vét§inou nevyplni barvami
(viz niZe).

Nyni miZeme opét graf upravovat zménou patfi¢nych parametrti. Zobrazen{
,vrstevnic* tj. ¢ar spojujicich body se stejnou hodnotou z aktivujeme parametrem
contour, jejich hustotu zvySime na 30 vrstevnic mezi minimem a maximem pa-
rametrem cntrparam, poté jiz vySe zminénym zpusobem nahradime desetinnou
teCku ¢arkou parametrem decimalsign a nakonec obrdzek pfekreslime v novém
nastaveni pomoci replot

octave:6> __gnuplot_set__ decimalsign ","
octave:7> __gnuplot_set__ contour

octave:8> __gnuplot_set__ cntrparam level auto 30
octave:9> replot

Vysledek vidime na 2.T1] Pokud bychom chtéli vykreslit vrstevnice odpovi-
dajici konkrétnim hodnotdm, pouZijeme napf. __gnuplot_set__ cntrparam
levels discrete .1, .5, .9 pro hodnoty z = 0,1, 2 = 0,5 a z = 0,9.
Pfed dalSimi dpravami zopakujeme nastaveni vyzkousend jiZ u dvourozmérnych
obrizkt — deaktivujeme popisky parametrem nokey a zménime smér znacek na
osidch tics out. Potom naopak zapneme barevné stinovani plochy parametrem
pm3d a zménime pouZité barvy pomoci palette

MDoporucujeme za kazdou zménou provést piekresleni ptikazem replot, aby se Gte-
nafr sam presvédcil, jaké zmény jednotlivé kroky s grafem zpiisobi. Funkce spojené se
stinovanim jsou dostupné az v novéjsich verzich GN Uplotu.
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Obr. 2.12: Vrstevnice spolu

Obr. 2.11: Graf spolu s vrstevnicemi s barevnym stinovanim plochy

octave:
octave:
octave:
octave:

octave:

vysledek zndzoriiuje obr. 2:12] Pokud nechceme vykreslovat barevny obdélnik

10>
11>
12>
13>

14>

__gnuplot_set__
__gnuplot_set__
__gnuplot_set__
__gnuplot_set__

( 0 "blue", 3
replot

nokey

tics out

pm3d

palette defined \

"green", 6 "yellow", 10 "red" )

v pravé ¢asti zndzoriujici pfifazeni barev hodnotdm z, stac{ zadat

octave:15> __gnuplot_set__
octave:16> replot

K dispozici je mnoho barevnych ,,palet”, jez si muze uZivatel nadefinovat pouzi-
tim nejriznéjsich kombinaci, z ukazky vidime, Ze pfifazujeme barvy relativnim
pozicim hodnot z mezi minimem (0) a maximem (10) na desetistupfiové §kélel§|

nocolorbox

Spektrum od modré po ¢ervenou lze ziskat napt. prikazy

octave:

octave:
nebo

octave:

17>

18>

19>

octave:20>

__gnuplot_set__

palette defined \

( 0 "dark-blue", 1 "blue", 2 "cyan", \
3 "yellow", 4 "red" , 5 "dark-red" )

replot

__gnuplot_set__
replot

palette rgbformulae 33,13,10;

5 Hodnoty 0 a 10 neodpovidaji skuteénym hodnotam z, jde o relativni stupnici.

32

EX )

coooooo0o
Chaio



Pro Cernobilé obrazky vystacime pouze se stupni Sedé, napr.

octave:21> __gnuplot_set__ palette defined \
( 0 "dark-grey", 1 "white")
octave:22> replot

nebo

octave:23> __gnuplot_set__ palette defined \
(0.50.50.50.5,1111)
octave:24> replot

K dalsim na internetu doporudovanym paletim patfi také kombinace
rgbformulae 21,22,23 (odpovida ,.hot* prechodu Cernd-Cervena-zlutd-bila).

Pokud chceme zménit polohu plochy vici zakladni roviné zy, musime zménit
parametr ticslevel, uddvajici polohu nejnizsich boda plochy relativné k celému
rozsahu osy z. Volbou

octave:25> __gnuplot_set__ ticslevel 0O

,.prilepime* plochu na zdkladnu (obr. 2.13). Zaporna &isla maji za nasledek vy-
zdvizeni zdkladny nad graf (nebo jeho &ast), jak vidime z obr. 2.14]

L0000

OFNWEUTOD
L0000
oRMvwETN®

-2 1 ‘

m—

5.
1’0’5005 . L5
Pl s s

Obr. 2.13: Volba ticslevel 0 Obr. 2.14: Volba ticslevel -0.5

Dalsi proménnou, kterou lze nastavit, je pohled na vykreslenou plochu pro-
stfednictvim parametru view. M4 celkem &tyfi argumenty — dhel ¢ € (0,180°)
rotace okolo osy z, thel ¢ € (0,360°) rotace okolo osy z, méfitko os v zdkladni ro-

ving a kone¢né€ méfitko svislé osy z. Pfednastavené hodnoty jsou 60, 30, 1, 1.
Na nas obrazek zkusme aplikovat napft.

octave:26> __gnuplot_set__ view 15, 135, 1, 4
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Pokud je zapnut m6d mouse (v OS Windows ve vychozim nastaveni), vidime ak-
tudlni hodnoty parametru view v levém dolnim rohu obrazovky a ménit je mtizeme
pomoci mysi — pfi stisknutém levém tlaitku obrdzkem otdcime, pfi stisknutém
prostifednim ménime méfitko ve sméru osy z. Jak bylo feceno, tento dopln€k, do-
stupny podobné jako barevné stinovani v novéjsich verzich, 1ze kdykoli zapnout
pfikazem __gnuplot_set__ mouse.

Specidlnim a hodné€ uZivanym je pohled ,,ze shora* s vrstevnicemi vykresle-

nymi pies barevné stinovani. Dosdhneme toho nastavenim

octave:27> __gnuplot_set__ view map

ProtoZe hodnoty z i y lezi ve stejném intervalu, nastavime opét stejné méritko
na osich axis(’equal’). UkaZzme si také zménu popisu os, k cemuz slouzi
postupné parametry xtics, mxtics a xlabel pro osu x a obdobné parametry
(napf. mytics nebo zlabel pro osy zbyvajici)™°} V nasi ukdzce umistime podél
osy « hlavni znacky automaticky od —2 s krokem 0,5 a na ose y konkretni popisky
do zvolenych bodd

octave:28> __gnuplot_set__ xtics -2, 0.5
octave:29> __gnuplot_set__ ytics \
("1. bod" -2, "2. bod" 0, "3. bod" 1)

Dale aktivujeme mensi znacky tak, Ze ur¢ime jejich pocet mezi znackami hlavnimi
(coZ jde, pokud se opakuji podle néjakého algoritmu, jako v pripad€ nasi osy x)

octave:30> __gnuplot_set__ mxtics 10

Nynfi jest€ doplnime oznadeni os, u néhoZ muzeme zvolit i jiny font. V naSem
piipadé pouZzijeme pro osu y standardni font Symbol pro psani symboli a feckych
pismen, pro osu z sklonéné pismo Times-Italic o velikost 30 bodi

octave:31> __gnuplot_set__ xlabel "{/Times-Italic=30 osa x1}"
octave:32> __gnuplot_set__ ylabel "{/Symbol abc}"
octave:33> replot

Vysledek posloupnosti piikazi je uveden na obr. 2.15]
Chceme-li podobné jako v Matlabu® vykreslit stinovanou plochu spolu s ¢a-
rami spojujicimi body na ni, pouZijeme posloupnost piikazii

16Qpét plati, Ze nazvy se nezméni, i kdy# pracujeme s jingmi proménnymi.

177Zména fontt se nemusi projevit v kazdém prostfedi, nap¥. na obrazovce poéitace
nebo v obrazku png. V postscriptovych souborech ji ale 1ze pouzit témér vzdy, uziti
specidlnich, tieba TEX-ovskych fontt (vétsinou v tomto textu), zavisi na konkrétni
instalaci prohlizece postscriptu.
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Obr. 2.15: Pohled ze shora Obr. 2.16: Barevné stinovani spolu
s upravenymi popisky s vykreslenim car.

octave:1> [x,y]=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));

octave:2> z=((x-.3).72+y."2) .xexp(-x."2-(y-.2).72);
octave:3> global gnuplot_has_pm3d=1;

octave:4> gnuplot_has_pm3d=1;

octave:5> surf(x,y,z)

ProtozZe funkce surf nastavuje prislu$né parametry pro mesh, budou se poté opét

obé funkce chovat stejné. Stejného efektu docilime i postupnymi kroky

octave:1> [x,y]=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));

octave:2> z=((x-.3).72+y."2) .xexp(-x."2-(y-.2).72);
octave:3> __gnuplot_set__ pm3d at s hidden3d 1
octave:4> __gnuplot_set__ nohidden3d

octave:5> __gnuplot_set__ nosurf

octave:6> __gnuplot_set__ line style 1 1t 1 1w 1
octave:7> mesh(x,y,z)

Vysledek po tpravé dal§ich znamych parametrt

octave:8> __gnuplot_set__ nokey

octave:9> __gnuplot_set__ nocolorbox

octave:10> __gnuplot_set__ tics out

octave:11> __gnuplot_set__ decimalsign ","

octave:12> __gnuplot_set__ palette rgbformulae 33,13,10

octave:13> __gnuplot_set__ ticslevel 0O
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vidime na obr.

Zbyva uvést, jak vykreslené grafy uloZzit pro dalsi pouziti. Z mnoha dostup-
nych formatd, z nichZ mnohé jsou velmi specidlni se zaméfime na tfi. Jako prvn{
uvedme PNG (Portable Network Graphics), ktery postupné i na internetu na-
hrazuje format GIF dostupny ve star§ich verzich pfi zachovani jeho vlastnosti.

K exportu naSeho obrazku do souboru pokus . png postupné€ zaddme:

octave:14> __gnuplot_set_
octave:15> __gnuplot_set_
octave:16> replot

term png large
output ’pokus.png’

pfi¢emzZ nepovinny tidaj large v prvnim fadku poZaduje vétsi pismo popisek os.
Obr. [2.16|byl ziskdn exportem do postscriptového souboru pokus . eps (pfesnéji
jde Encapsulated PostScript vyvinuty firmou Adobe Systems), u néhoZ navic
poZadujeme pro vSechny popisky font ,, Times-Roman* o velikosti 25 bodt

octave:17> __gnuplot_set__ term post eps enh "Times-Roman" 25
octave:18> __gnuplot_set__ output ’pokus.eps’
octave:19> replot

7 dalgich moZnosti uvedme format SVG (Scalable Vector Graphics — $kdlovatelnd
vektorova grafika neboli znackovaci jazyk popisujici dvojrozmérnou vektorovou
grafiku pomoci XML), ktery by se mél v budoucnu stit zdkladnim otevienym
formatem pro vektorovou grafiku na internetu (vétSina pouZivanych format jako
GIF, JPG nebo vyse zminéné PNG jsou formdty pro rastrovou grafiku). Ctenaf
jisté sdm doplni, Ze v takovém piipad€ by predchdzejici piikazy obsahovaly
term svganapf. output "pokus.svg". Tento formét je také doporucovén pro
nacrtky a grafy v pfispévcich do Wikipedie [[1].

ProtoZe nastaveni pro jeden obrdzek mohou byt zcela nezddouci pro obrazky
jiné, bude v ukazkach v pfisti kapitole vZdy na po¢atku vymazani veskerych pro-
ménnych piikazem clear, vymazan termindl pitkazem clc a zruSeno nastaveni
grafického vystupu

octave:1> clear;

octave:2> clc;

octave:3> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:4> __gnuplot_set__ data style lines;

Nas struény piehled zakladnich funkci neni zdaleka vycerpavajici a slouzi
predevsim k lep§imu pochopeni programi a procedur uvedenych v nasledujicich
kapitoldch. Vice informaci najde étendf bud v [LL [13] popt. v jinych interneto-
vych zdrojich.
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Cast 3
Pokrocilejsi funkce

Ke studiu a sestaveni dynamickych modeld potfebujeme jesté cykly a logické
proménné (rozhodovani), jeZ patif k nezbytnému arzendlu kazdého programova-
ciho jazyka. Jejich pouZiti si postupné vysvétlime na algoritmech pro numerické
feSeni algebraickych rovnic v této kapitole a diferencidlnich rovnic v kapitole
ndsledujici. Popsané skripty budou jednoduchou alternativou k preddefinovanym
procedurdm, které k témto dceltim program pifimo nabizi a jezZ by také rozhodné
nem¢ély uniknout nasi pozornosti.

3.1 Numerické FeSeni algebraickych rovnic

Pod numerickym feSenim algebraickych rovnic rozumime ptiblizny vypocet
redlného kotene (popf. kofentl) rovnice

f) =0

na uréitém intervalu (a,b). Zdkladem viech metod je Bolzanova vétdl] zaru€ujici
existenci hledaného feSeni:

Bolzanova véta: Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b). Maji-li &isla f(a)
a f(b) riznd znaménka, tj. f(a)-f(b) < 0, pak existuje alespoii jeden bod
x* € (a,b) vnémz plati f(z*) = 0.

Pokud bude zaruCeno, Ze dané funkce je na intervalu (a,b) rostouci nebo
klesajici, existuje takovy bod x* pravé jeden. Pouzivané metody se li$i zpisobem
sestaveni tzv. iteraéni posloupnosti {z,} takové, Ze limz, = z*. Absolutné
presny vypocet této limity vSak vétSinou neni moZny a proto se spokojujeme s
Ek-tym ¢&lenem iteracni posloupnosti [z* — x| < &, kde € je pfedem dané kladné
¢islo — pozadovana presnost feSeni rovnice. Vybér konkrétni metody zavisi na
vlastnostech funkce f na intervalu (a,b). Jednim z ddleZitych kriterif je i rychlost
konvergence — kolik ¢lend posloupnosti je zapotiebi k dosaZeni pozadované
presnosti.

K nejpouZzivanéj$im metodam patfi:

1. Metoda piileni intervalu (metoda bisekce), jejiz vyhodou je jednoducha

konstrukce zminéné posloupnosti (stfedy intervalti) a minimalni poZadavky
na funkci f, nevyhodou je v nékterych pripadech pomala konvergence.

1Zatimco na internetu najdeme Bolzanovu vétu pomérné snadno (viz napi. [13]),
klasické ucebnice matematické analyzy jako [I0] popf. zndma piehlednd publikace [17]
ji uvadi jen jako jednu z bezejmennych vét o vlastnostech spojitych funkci.
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2. Metoda tétiv (regula falsi, linedrni interpolace), kde princip vytvareni ite-
ra¢ni posloupnosti spo¢ivd postupném nahrazovéni funkce f(x) na pfislus-
ném intervalu dsecCkami a hleddni priiseciki téchto usecek s osou z.

3. Metoda tecen (Newtonova metoda), v niz jsou kladeny vétsi pozadavky na
funkci f (existence spojité prvni i druhé derivace), ale jeji vyhodou je vets{
rychlost konvergence iteracni posloupnosti, dileZité je vSak spravna volba
intervalu (a,b), jinak se dokonce mizZe stét, Ze posloupnost k hledané limité
x* nebude vibec konvergovat.

Mohli bychom zminit i napt. metodu prosté iterace, z hlediska studenti stfed-
nich $kol ndm vSak pfipadaji nejschiidnéj$i metoda puleni intervalu a metoda
regula falsi. Program GNU Octave ma k tomuto tcelu i nadefinovanou proceduru
formace véetné odvozeni potfebnych vztaht 1ze najit napt. v [3, 9] [14},[18]]. Zde si
ukaZme jejich pouZiti na konkrétni dloze pfevzaté z [20], kde je pouZit program
FAMULUS.

3.1.1 Uloha: kometa Hale-Bopp

Kometa Hale-Bopp objevena 23. c¢ervence 1995 prolétla 1. dubna 1997 peri-
heliem ve vzdélenosti 7, = 0,9141 AU od Slunce. Hlavni poloosa jeji trajektorie
méfi ¢ = 187,8 AU. Nasim dkolem je urcit, v jaké vzddlenosti od Slunce se
nachazela v dob¢€ objeveni a jakou rychlosti se pfitom pohybovala?

Urcovani poloh astronomickych téles v konkrétnim Case patifi v astronomii
k zdkladnim dlohdm. Pro pohyb po eliptické trajektorii 1ze odvodit Keplerovu
rovnici (viz. napt. [9}20])

E—EsinE—q/%t:Q (3.1)
a a

kde E tzv. je excentrickd anomdlie uddvand v radidnech, » =
=6,67-10" ' m3.s72.kg~! gravitani konstanta, M ~ 1,989-103° kg hmotnost
Slunce, a = 2,809 5-10'3 m a e hlavni poloosa a excentricita eliptické trajektorie.
Snadno vypo¢itame relativni excentricitu ¢ = e/a = (a — rp)/a = 0,99513

a délku vedlejsi poloosy trajektorie b = Va2 — e2 = 18,51 AU. Pro kartézské
soufadnice polohy komety s pocitkem ve stfedu Slunce pak plati

b
r=acos E — e, y=—asinE =bsin F, (3.2)
a

pro vzdalenost komety od Slunce » = +/x2 + 2. Podle zaddni od obje-
veni komety do priletu periheliem uplynulo 618 dnii neboli 618-24-3600 =
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= 53395200s. Tento cas a zbyvajici hodnoty dosadime do Keplerovy rov-
nice (3.1) a upravime ji na tvar

E —0,99513sin £ — 0,00413 = 0 (3.3)

Jde o transcendentni rovnici, kterou neumime vyfesit elementarnimi prostfedky
(analyticky), Keplerovou rovnici (3.3)) je excentrickd anomalie uréena implicitng.
Jednd se o rovnici typu f(¢,FE) = 0 a jeji feSeni pro zvolené ¢ musime provést
nékterou z pfibliznych numerickych metod. Pro ¢ € (0,T"), kde T' odpovid4 peri-
0d& ob&hu komety, je vyraz /M /a® t z intervalu (0,2x) a také F je v intervalu
(0,2r). Jakmile zndme F, vypocitime soufadnice bodu trajektorie v Gase ¢ podle

vztahd (3.2).

Jak jiz bylo feSeno, k ziskani numerického feseni se nabizi nékolik zptsobu.

Reseni pomoci preddefinované funkce fsolve

Nejprve musime zadefinovat vlastni funkci (oznac¢me ji f) odpovidajici
levé strané rovnice (3.3)F] Definice bude ohranidena piikazy function a
endfunction. Poté do argumentu piikazu fsolve uvedeme nizev funkce a
pocéte¢ni bod, tj. hodnotu, od niZ m4 algoritmus feSeni hledat; v naSem piipadé 0.
Cely vypis pouzitych kroku pak vypada nasledujicim zpusobem

1 octave:1> function y=f (E)

2 > y=E-0.99513*sin(E)-0.0041307;
3 > endfunction

4 octave:2> E=fsolve("f",0)

Predchdzejici fadky lze samoziejmé uloZit, napt. do souboru halebp.m a po-
sloupnost prikazti volat pifkazem halebp. Voland funkce fsolve vypiSe hledané
feSeni

5 E = 0.25891

Hledana hodnota je £ = 0,25891 rad. Uvedeny postup je sice velmi jednodu-
chy (zadani zabird pouhé 4 fadky), ale neumoziiuje ndm zcela nahlédnout do
algoritmu, jakym GNU Octave k tomuto vysledku doSel a mit pod kontrolou
vSechny parametryE] Chceme-li pouzit konkrétni metodu, musime zadat presny
postup vypoctu. Mame-li zdjem o vypis vétsiho poctu desetinnych mist, zapneme

2Na rozdil od Matlabu® nemusi byt definice uzivatelské funkce ulozena v samostat-
ném souboru.

3K dispozici je jesté analogicka funkce fzero, kterd ma vice parametrii a umoziiuje
zadat i pozadovanou presnost.
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format long, fsolve pak vraci E = 0.258914801661345. Abychom nemu-
seli vypisovat cely algoritmus pokazdé znova, je vhodné si na kazdou metodu
vytvofit samostatny soubor. Pfipomeiime, Ze ho staci napsat v libovolném texto-
vém editoru a uloZit s pfiponou *.m do adresdfe, v némZ budeme s GNU Octave
pracovat (pfepneme se do né€j pomoci piikazu cd). Cely program pak volime
jménem souboru bez pripony.

ResSeni metodou puleni intervalu

MozZné podoba programu uloZend ve zvl4§tnim souboru (napf. halboppi .m)
je nasledujici

1 # --—- Metoda puleni intervalu pro reseni Keplerovy rovnice
2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z"predchazejicich vypoctu
3 clear;

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;

6 # --- zadani konstant

7 a=187.8%1.4959787el1;

8 rp=0.9141%1.4959787el1;
o kappa=6.672e-11;

10 M=1.9891e30;

11 t=618%24%3600;

12 # -—— Definice funkce
13 function y=f(E)

14 y=E-0.99513*sin(E)-0.00413;
15 endfunction

16 # --- Pozadovana presnost

17 presnost=le-6;

18 # --- Zaciname merit dobu vypoctu

19 t0=clock();

20 # —-—- Krajni body a stred intervalu

21 x1=0; # levy okraj

22 Xx2=pi; # pravy okraj

23 f1=f(x1); # leva funkcni hodnota

24 £2=f(x2); # prava funkcni hodnota

25 k=1; # krok vypoctu

26 xk=0.5%(x1+x2); # stred intervalu

27 fk=f (xk); # hodnota funkce ve stredu intervalu
28 # —--- Formatovany vypis hodnot

20 printf ("k=Uf xk=Uf f(xk)=%.20f\n", [k,xk,fk]);

30 # -—- Cyklus, ktery se opakuje do dosazeni pozadovane presnosti

31 while abs(x1-xk)>2*presnost
32 if (£1*£fk<0)

33 x2=xk;

34 else
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35 x1=xk;

36 endif

37 k=k+1;

38 xk=0.5%(x1+x2);

39 fk=f (xk);

40 # --- Formatovany vypis hodnot

41 printf ("k=Yf xk=4f f(xk)=%.20f\n", [k,xk,fk]);
42 endwhile

43 # --- Ukoncime mereni trvani vypoctu a vypiseme cas potrebny na beh cyklu
44 casvypoctu=etime(clock(),t0)
45 # —-—- Vypocteme polohu a rychlost v pozadovanem okamziku

46 r=sqrt((axcos(xk)-(a-rp))"2+(sqrt(a~2-(a-rp) "2)*sin(xk))"2)/1.5ell
47 v=sqrt(kappa*M*(2/(r*1.5e11)-1/a))/1e3

ProtoZe jednotlivé ¢4sti jsou okomentovdny a mélo by byt zfejmé, jaky ucel
jednotlivé Casti maji, dopliime jen par pozndmek. Komentére, tj. fadky, které
nebude GNU Octave provadét a interpretovat, mohou byt uvozeny bud znakem

2% 0

#, nebo % (z diivodu kompatibility s Matlabem®). Psani komentati 1ze podobné
jako u jinych programovacich jazykt viele doporucit. Cini kéd prehlednéjSim

a srozumiteln&jSim jak pro jiné uZivatele, tak pro samotného autora, pokud se

2.2

k programu vraci po dels§i dobé. Otazkou volby je pouziti diakritiky v komentéfich,
zde se ji z diivodu pfenositelnosti mezi riznymi opera¢nimi systémy s riznym
kédovanim ceStiny vyhybame.

Zadavame-li vstupni hodnoty (fddky 7-11) vétSinou nepozadujeme jejich

vypsadni na obrazovku, proto jsou ukonceny znakem ;. Naopak posledni fadky
tento ukon¢ovaci znak nemaji, nebot’ chceme vypoctené hodnoty

R 2
r = [acos xx — (@ — rp)} + { a?— (a— T’p)2 sina?k}

2 1
roa

vypsat, pfitom je pfimo pfevddime na astronomické jednotky AU resp. na
km-s~!. Pfi b&hu cyklu chceme, aby program postupné vypisoval jak &islo kroku
k iteracni posloupnosti, stfed intervalu v tomto kroku xy, (momentalni aproximaci
hledaného feSeni) a hodnotu funkce v tomto bodé f(xy) (posledné jmenovanou
na 20 desetinnych mist) pfikazem printf.

V programu se setkdvdme s tfemi novymi prvky, o nichZ jest€ nebyla v textu
fec. Jde jednak o méfeni Casu, ktery pocita¢ spotiebuje na provedeni vypoctu nebo
nékteré jeho Casti. Slouzi k tomu piikaz etime, ktery spocte rozdil dvou casovych
udaji zadanych jako jeho argumenty. Systémovy ¢as pak vraci funkce clock ()
jako vektor se slozkami odpovidajicimi roku, mésici, dni, hodiné, minutdm a

<
Il
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sekunddm. Cas potiebny na provedeni vypo&tu je orientaéni, nebot’ zavisi nejen
na hardwarové konfiguraci (procesor, operacni pamét apod.), ale i na procesech
béZicich momentalné v pocitaci na pozadi. Proto se idaj i u dvou bezprostfedné
nasledujicich stejnych vypoctech miize o néco liSit (aZ v fadu sekund).

DalSim novym prvkem je rozhodovaci podminka if (32.-36. fddek) vétvici
vypocet na zdkladé vyhodnoceni néjakého logického vyrazu, vétveni je uzavieno
vyrazem endif, obé moznosti oddéluje else. Prvni ¢ast se provede, pokud
je podminka vétveni splnéna, druha pokud splnéna neni. V naSem piipad¢ jde
o rozhoduti, v kterém z intervalli (z1,zx) nebo (xy,z2) bude vypolet pokraovat.
Vybrat musime ten, v némz leZi nulovy bod; v ném musi mit funkéni hodnoty
opac¢nd znaménka, tj. jejich soucin bude zdporny. LeZi-li v (x1,zy) bude v dal§im
kroku zy horni, v opa¢ném piipadé dolnf hranici studovaného intervalu.

Poslednim prvkem, o némz se zminime, je cyklus typu while (31.-42. fadek)
probihajici tak dlouho, dokud je splnéna zadand podminka, a ukonceny vyrazem
endwhile. V naSem piipadé€ jde o dosaZeni pfesnosti vysledku — chceme, aby se
posledni nalezené zy od skute¢ného feSenf liSilo méné nez o zvolené €. Protoze
pri poslednim kroku najdeme jesSté stfed intervalu, staci testovat, zda je xy od
jednoho z krajnich bodt (zde 1) vzdaleno vice nez 2¢.

Po zadéni ptikazu halboppi se na obrazovce objevi vypis

.000000 xk=
.000000 x

1.570796 f(xk)=0.57153632679489663193
0.785398 £(xk)=0.07760499223527936308
.000000 xk=0.392699 f (xk)=0.00774931764925237444
.000000 xk=0.196350 f(xk)=-0.00192069129854763841
.000000 xk=0.294524 f(xk)=0.00152332039781002439
0
0
0
0

.000000 x .269981 £ (xk)=0.00043675232187719883
.257709 f(xk)=-0.00004569147745284684
.000000 xk=0.263845 f(xk)=0.00019064495530215532
.000000 xk=0.260777 f(xk)=0.00007126924592972851
.000000 xk=0.259243 f (xk)=0.00001248874645650745
.000000 xk=0.258476 f (xk)=-0.00001667618293280625
.000000 xk=0.258859 f (xk)=-0.00000211244972662082
.000000 xk=0.259051 f (xk)=0.00000518346210189903
.000000 xk=0.258955 f (xk)=0.00000153433504570567
.000000 xk=0.258907 £ (xk)=-0.00000028935007293472
.000000 xk=0.258931 f(xk)=0.00000062241929662567
.000000 xk=0.258919 f (xk)=0.00000016651631525900
.000000 xk=0.258913 f(xk)=-0.00000006142145290121
20 k=20.000000 xk=0.258916 f (xk)=0.00000005254628767694
21 k=21.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000000443786849456
22 casvypoctu = 0.012676

23 ¥ = 7.1242

24 v = 15.610

.000000 x
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Vidime, Ze funkéni hodnota f(zy) v nalezenych bodech se ve 3. sloupci stdle
vice bliZi 0, hledanou ¢iselnou aproximaci feSeni je posledni hodnota F = xj, =
= (0,258 915 + 10~%) rad. K dosaZenf této piesnosti aproximace z* z Bolzanovy
véty (viz s.[37) jsme potiebovali k = 21 krokd.

Reseni metodou tétiv

Vypis programu pro feseni Keplerovy rovnice metodou tétiv miZe byt tieba
v souboru halbopte .m ndsledujici

1 # --- Metoda tetiv pro reseni Keplerovy rovnice

2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z“predchazejicich vypoctu
3 clear;

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;

6 # --- Definice funkce

7 function y=f(E)

8 y=E-0.99513*sin(E)-0.00413;

9 endfunction

10 # --- Pozadovana presnost

11 presnost=le-8;

12 # --- Zaciname merit dobu vypoctu

13 tO0=clock();

14 # --- Krajni body

15 a=0;
16 b=pi;

levy okraj

pravy okraj

17 fa=f(a); leva funkcni hodnota

18 fb=f(b); prava funkcni hodnota

19 k=1; # krok vypoctu

20 x(k)=(axfb-bxfa)/(fb-fa); # aproximace FeSeni

21 fk=f(x(k)); # hodnota funkce ve stredu intervalu
22 # --- Formatovany vystup hodnot

23 printf ("k=Yf x(k)=4f f(xk)=%.20f\n", [k,x(k),fkl);
24 # --- Cyklus

25 while abs(f(x(k)))>presnost

26 k=k+1;

27 if (f(a)*f(x(k-1))<0)

28 x(k)=(a*f (x(k-1))-x(k-1)*fa)/(f (x(k-1))-fa);

#
#
#
#

29 else

30 x(k)=(x(k-1)*fb-b*f (x(k-1)) )/ (fbo-f (x(k-1)));
31 endif

32 fk=f(x(k));

33 # --- Formatovanjy vystup hodnot

34 printf ("k=Uf xk=f f(xk)=%.20f\n", [k,x(k),fk]);
35 endwhile
36 casvypoctu=etime(clock(),t0)
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Zde v testovaci podmince cyklu while na 25. fadku testujeme, zda se hodnota

funkce v hledaném bodg f () 1isi od 0 vice neZ je poZadovand presnost. Vidime,

7e od predchdzejici metody se program skutecné lisi jen konstrukei bodu xy.
Piikaz halbopte pak vypiSe

k=1.000000 x(k)=0.004130 f (xk)=-0.00410987521635498669
k=2.000000 xk=0.008234 f (xk)=-0.00408980538600391998

k=416.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000001033584787723
k=417.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000000997460833894
casvypoctu = 0.26952

Pro danou rovnici je metoda regula falsi evidentné méné efektivni, nebot” pfi
stejné presnosti potfebujeme pies 400 kroku.

Vidime, Ze viemi zplisoby dostdvdme F =~ (0,258 915 4 10~%) rad. Dosa-
zenim do vztahl (3.2) dostaneme vzdélenost komety od Slunce v dobé jejiho
objeveni e vzdélenost komety od Slunce r = 7,12 AU a rychlost v tomto oka-
mZiku v = 15,6 km-s 1.

Zajemce o dalsi stiredoskolské tlohy fesené pomoci GNU Octave 1ze odkazat
na préci [9]], podobné dlohy feSené programem FAMULUS najde v textu [[18§]].

3.2 Numerické feseni diferencialnich rovnic

Numerické feSeni soustavy diferencidlnich rovnic je jddrem dynamického
modelovani. V programu GNU Octave mame na vybér, zda sestavime cyklus
odpovidajici nékteré z Eulerovych metod ¢i metod Rungova-Kuttova typu nebo
zda vyuZzijeme pfeddefinované funkce lsodeE] Jeji pouziti ilustrujeme na dvou
konkrétnich prikladech.

4Jde také o algoritmus patiici mezi Rungovy-Kuttovy metody nazvané ptuvodné
po némeckych matematicich Carlu Davidu Tolmé Rungovi (1856-1927) a Martinu
Wilhelmu Kuttovi (1867-1944). Na néjaké varianté Rungovych-Kutovych metod jsou
vesmés zalozeny procedury pro feseni obyéejnych diferencidlnich rovnic ve vétsiné
matematickych programti FAMULUS nevyjimaje. Pro uzivatele znalé Matlabu jsou
v GNU Octave navic funkce ode23, ode45, ode78 a rk2fixed, rk4fixed, rk8fixed pro
Rungovy-Kutovy metody naznaceného fddu s proménnym, resp. fixovanym (pevnym)
krokem, jejichz autorem je Marc Compere. Zde se pridrzime pouze funkce 1lsode. Na-
zev samotny je akronymem k , Livermore Solver for ODEs“ a vychézi z fortranovského
balicku Alana Hindmarshe (http://www.netlib.org/odepack/). V podstaté jde opét
o variantu Rungovy-Kuttovy metody 4. fadu s tim, Ze konkrétni podmetodu (Adam-
sovu apod.) lze volit parametrem funkce 1sode_options.
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3.2.1 Van der Poluv oscilator

Van der Poldv oscildtor sehral vyznamnou tlohu ve vyvoji nelinedrni dyna-
miky. Z matematického hlediska je popsdn van der Polovou rovnici

d?y

de?

+ﬂ(y2—1)%+y:0, (3.4)
kde 1 = 0 je konstantni parametr. Rovnice tohoto typu se objevila pfi studiu
nelinedrnich elektrickych obvodd v prvnich radiopfijimacich v roce 1926 holand-
skym inZenyrem B. van der Polem, podobnou rovnici se zabyval uz lord Rayleigh
okolo roku 1880 v souvislosti s nelinedrnimi vibracemi [7, 21]]. Rovnice (3.4) se
od rovnice harmonického oscilatoru lisi prostfednim ¢lenem odpovidajicim neli-
nedrnimu tlument 1 (y* — 1) dy/dt. Pro |y| > 1 vede ke skute¢nému kladnému
tlumeni, naopak pro |y| < 1 pfedstavuje negativni tlumeni (buzeni) systému.
Jinymi slovy, tlumi velké a budi malé vychylky. Lze odhadnout, Ze systém miize
prejit do stavu, kdy se oba procesy vyrovnaji a z obecnéjsich vét 1ze ukazat [21]],
Ze pro kazdé p > 0 md rovnice jednoznacné urceny limitn{ periodicky reZim. Jak
ukdZeme, s rostoucim p se tyto limitni kmity vic a vice li$i od kmitti harmonic-
kych.

Pro pouZiti funkce 1sode rozdélime diferencidlni rovnici 2. fadu na soustavu
rovnic 1. fadu

Wy

dt - 2,
d’y d (dy 2 dy 2
dt2:dt<dt> = —M(y —1)5—3/:—/,4(1)1—1) Tog — T1.

Takto zapsand ndm umoziuje zavést dvé matice (vektory). Jedna, jiZ oznacime x
obsahuje v prvnim fadku x (1) hodnoty y a ve druhém x (2) hodnoty 1. derivace
dy/dt. Druhd matice xdot se skldd4 z derivaci v matice prvni, tj. z prvni a druhé
derivace y. Soustavu proto 1ze pfepsat ve tvaru

xdot(l) = xz(2),

xdot(2) = —p(z(1)*—1) 2(2) — z(1).

Soubor vanderpol.m pak miZe mit ndsledujici podobu

1 # --- van der Poluv oscillator

2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z“predchazejicich vypoctu
3 clear

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;
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global mu

mu=.1;

# --- pocatecni podminky

x0=[0.5; 0];

10 # --- definice diferencialni rovnice

11 function xdot = vdpol(x,t)

12 global mu;

13 xdot = [x(2); -mux(x(1).72-1).%x(2)-x(1)];
14 endfunction

© ® N o

15 # --- oblast integrace
16 t=linspace(0,100,5000) ;
17 # --- reseni soustavy rovnic

18 vdp=lsode( "vdpol",x0, t);

19 % vykresleni zavislosti

20 plot(t,vdp(:,1))

21 % vykresleni rychlosti v zavislosti na poloze ("fazovy prostor")
22 plot(vdp(:,1),vdp(:,2))

Vsimnéme si, Ze pokud pfifazujeme hodnotu néjaké konstanté, kterou potom
vyuZzivdme v definici funkce (v naSem piipadé jde o parametr px = 0,1), musime ji
deklarovat jako globdlni konstantu piikazem global na pocatku pied pfifazenim
hodnoty (6. fadek) i v téle funkce (12. fadek). Pokud se vyskytuje pouze v definici
funkce, mohli bychom se tomu vyhnout tak, Ze bychom pouze v definici funkce
nahradili 12. fadek za mu=0.1.

Vzhledem k tomu, Ze jde o rovnici 2. fddu (nebo po provedené tprave soustavu
dvou rovnic 1. faddu), zaddvame na 9. fadku pocatecni podminky jako vektor xO0,
jeho slozky odpovidaji volbé 7o = 0,5 a vo = dy/dt|y = 0. Casovy interval,
v némz bude provedena integrace pak zaddvame na 16. fadku pomoci nam jiz
zndmého piikazu linspace; zde konkrétné ¢ € (0,100) s a interval je rozdélen
na 5000 bodt. Timto délenim urcujeme integracni krok a tim i pfesnost vysledku
popr. hladkost vykreslenych kiivek — pokud je déleni jemné, trva vypocet déle,
pokud je ale pfili§ hrubé, namisto kfivek dostaneme lomené Ciry a vysledek
nebude dostatecné presny.

Samotnd procedura 1sode, kterd provadi vlastni numerickou integraci, vraci
matici (zde pojmenovanou vdp), jejiZ sloupce postupné odpovidaji veli¢indm
x(1) ax(2), tj. v naSem piipad€ hodnotdm y a prvni derivace dy/dt. Chceme-li
potom pouze hodnoty y, vybirdme na 20. fadku pouze prvni sloupec této matice
vdp(:,1), chceme-li druhy, pouZijeme vdp(:,2). Zévislosti y = y(t) av =
=dy/dt = v(y) jsou pro u = 0,1 a uvedené poCiteéni podminky zndzornény na
obr. 3.1]a[3.2] Dodejme, Ze ve vypisu programu nejsou uvedeny piikazy ovliv-
fujici vlastnosti grafu popsané v Césti Vidime, Ze priibéh kmiti pripomina
harmonicky pohyb. Z trajektorie pohybu ve faizovém prostoru y — v je zfejma
odlisnost, nebot” harmonickym kmitim by odpovidala elipsa, zatimco v nasem
pripadé limitni fizova trajektorie pfipomind elipsu ponékud deformovanou.
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Obr. 3.1: Zavislost y = y(t) pro Obr. 3.2: Zavislost v = v(y) pro
w=0,1 w=0,1

Vv

Pro vyssi hodnoty parametru ;1 vynikne odliSnost od harmonického pohybu
jesté vice, coz obrazeji obr. [3.3]a[3.4] vykreslené pro stejné pocitecni podminky.
Ctendf si mize sam ovéfit, ze limitni kmity oscilatoru zaviseji pouze na parametru
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Obr. 3.3: Zavislost y = y(t) pro Obr. 3.4: Zavislost v = v(y) pro
p =10 p=10

1 a nikoli na zvolenych pocéatecnich podminkach (s vyjimkou prfipadd, kdy ke
kmitim viibec nedojde jako u trividlni volby yo = vg = 0).

3.2.2 Lorenzuv atraktor

Na zavér kapitoly si ukazme pouziti procedury \1lsode u soustavy 3 oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic. Jako model takové soustavy pouZijeme znidmy
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Lorenziv atraktor, ktery se stal jednim ze symbolti nelinedrni dynamiky a teorie
chaosu.

Je nazvéan po meteorologovi Edwardu Nortonu Lorenzovi, jenZ v roce 1963
z hydrodynamickych rovnic vynucené konvekce v atmosféfe za silné zjednodu-
Senych pfedpokladii odvodil systém tif provazanych nelinearnich diferencialnich
rovnic. Numerické feSeni pak odhalilo typicky chaotické chovédni — silnou zdvis-
lost na pocdte¢nich podminkdch, kterd komplikuje predpovéd vyvoje systému.
Neni jisté prekvapenim, ze piiklad takovych systémut poskytuje pravé meteo-
rologie a ne nihodou je moZzné pocasi spolehlivé pfedpovidat jen na nékolik
nasledujicich dnd. Samotnému Lorenzovi se podafilo zpopularizovat podobné
jevy pomoci ,.efektu mavnuti motyliho kﬁ’dla“E]

Lorenzovy rovnice lze zapsat ve tvaru [21]

% R —— (3.50)
% = z(r—2z2) -y, (3.5b)
dz

T - W bz, (3.5¢)

kde o, r a b jsou nezdporné hydrodynamické parametry — o tzv. Prandtlovo ¢islo,
r tzv. Rayleighovo ¢islo (b pojmenovani nema).

Chceme-li vykreslit zndmy obrazek odpovidajici jednomu z feSeni Lorenzo-
vych rovnic, miiZe soubor lorentz.m obsahovat nasledujici kod

1 # --- Lorenz atractor

2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z"“predchazejicich vypoctu
3 clear

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;

6 x=zeros(3,1);

7 # -—- definice diferencialni rovnice
g8 function xdot = loren(x,t)

9 sigma=10;

10 r=28;

11 b=8/3;

-
)

xdot = [sigma * (x(2) - x(1));
x(1) * (r - x(3))-x(2);
x(1) * x(2) - b * x(3)];

=
oW

5Citlivost na zménu pocateénich podminek je ilustrovana tvrzenimi typu, Ze mavnuti
motylich kiidel v Brazilii muze rozhodnout o tom, zda texaské plané budou zasazeny
tornddem ¢i nikoli. Dodejme, ze Lorenzova prace zustala az do pocatku 70.-ych let
20. stoleti bez vétsi odezvy [T 21].
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15 endfunction

16 # --- oblast integrace

17 t=(0:0.01:60)°

18 # --- reseni soustavy rovnic

19 1lr = 1lsode("loren", [3;14;50], t);

20 # --- vykresleni reseni - trojrozmerna krivka

21 __gnuplot_set__ noborder

22 __gnuplot_set__ noxtics

23 __gnuplot_set__ noytics

24 __gnuplot_set__ noztics

25 __gnuplot_set__ nokey

26 plot3(lr(:,1),1r(:,2),1r(:,3));

Upozornéme opét na dosud nezminéné piikazy a odliSnosti od programu pro
van der Poliv oscilator. Na prvni pohled vidime, Ze zde chybi globalni dekla-
race konstant pfikazem global, jejich hodnoty jsou uvedeny pifimo v definici
funkce definujici soustavu Lorenzovych diferencidlnich rovnic na 9.-11. radku.
Pocatecni podminky tentokrat nevypisujeme na zvlastni fadek, ale zapisujeme
pfimo jako druhy argument procedury 1sode. V tomto pifipadé€ jde o pocatecni
podminky xy = 3, yo = 14 a zp = 50 (matice [3;14;50]). Oblast integrace
je ddna na 17. fadku intervalem ¢ € (0,60) s, hodnoty v ném ménime s krokem
At =0,01s.

Upozornéme také, Ze oznaceni funkce (zde loren) musi byt odlisné od jména
celého souboru (bez piipony, zde lorentz). Protoze feSime soustavu rovnic
prvniho fadu, neni nutné ji nijak pfeskupovat, ale lze ji pfimo piepsat do definice
funkce na 12.—14. fadku. Pracujeme s maticemi x o slozkich x1 = z, x5 = v,
x3 = z a xdot obsahujici derivace x podle ¢asu, tj. xdot; = dz/dt, xdoty =
= dy/dt axdotz = dz/d¢t. Procedura 1sode pak vraci matici (zde ozna¢enou 1r)
se sloupci odpovidajicimi slozkdm matice x, tj. soufadnicim z, y, 2.

Chceme-li vykreslit prostorovou kiivku, jejiz body musi byt urCeny tfemi
soufadnicemi, pouZijeme piikaz plot3, jehoZ argumentem jsou pravé hodnoty
jednotlivych soufadnic. Nepovinnou, ale Casto uzivanou ¢asti je deklarace nulové
matice x na 6. faddku pomoci funkce zeros. Konkrétné zeros (3,1) vytvoii ma-
tici 3 x 1 obsahujici samé 0, je ekvivalentni zapisu [0;0;0]. Konecné piikazy
na fadcich 21-25 ovliviiuji vzhled obrazku — postupné zakazuji vykreslovani os,
znacek na nich a popisu obrazku. Vysledek je pak zndzornén na obr. [3.5p. Tra-
jektorie se protind jen zdanlivé (jde o dusledek projekce na rovinu) a pieklapi
se zprava doleva a nazpatek vzdy po nékolika obézich na kazdé strané, pficemz
pocet obéhd na kazdé strané odpovida nahodné posloupnosti. V prostoru je vSak
trajektorie lokalizovdna v pomérné tzké oblasti nazyvané podle Ruelleho a Ta-
kense od roku 1971 podivnym atraktorem. S podobnymi rovnicemi se setkdme
u laserd, dynam a nékterych typt vodnich kol.
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Poucné je i vykresleni zdvislosti jednotlivych soufadnic na case prikazy
typu plot(t,1r(:,1)) pro z = xz(t) a analogicky pro y i z; vidime je na
obr. 3:3b—d. Reseni odpovida aperiodickym oscilacim, jeZ se nikdy zcela presné
neopakuji [21]]. Ctenéfi doporudujeme vyzkouset i jiné po&teéni hodnoty popf.
hodnoty hydrodynamickych parametrd (napf. hodnotu r = 99,96).

0 10 20 30 40 50 60

t/s
(a) Prostorové k¥ivka (b) Zavislost = = z(t)
30 50
45
20 A A 10 Lot .
10 8
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(¢) Zavislost y = y(t) (d) Zavislost z = z(t)

Obr. 3.5: Reseni Lorenzovych rovnic pro o = 10, r =28, b = 8/3 a
pocatecni podminky x¢g = 3, yo = 14 a z9 = 50
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Cast 4
Priklady jednoduchych dynamickych modelu

V posledni kapitole stru¢né uvedeme piiklady skriptd pro GNU Octave, ji-
miz lze fesit diferencidlni rovnice popisujici konkrétni fyzikalni systémy a jevy.
PfevaZzna vétSina z nich byla navic teoreticky popsdna v prvni ¢asti textu a mode-
lovana pomoci programu Coach. Nebudeme proto opakovat odvozeni ¢i sestaveni
pohybovych rovnic, zaméfime se na programovani v GNU Octave a prezentaci
grafickych vysledki. Vyznam téméf vSech pouZitych ptikazi byl popsan v pred-
chazejicich kapitoldch (k rychlé orientaci lze vyuZit i rejstfik pouzitych piikazd na
s.[74). Pro piehlednost nebudeme uvadét piikazy definujici pouze vzhled obrazku,
popisky os apod., jez byly shrnuty v ¢dsti[2.5]

Modely jsou rozdéleny podle pouzité integracni metody, tj. Eulerovy,
Rungovy-Kuttovy popt. pomoci preddefinované funkce 1sode. Dodejme, Ze dalsi
zajimavé ulohy feSené pomoci GNU Octave najde ¢tendf v diplomové préci [9],
feSeni pomoci programu FAMULUS v [12, [18]].

4.1 Modely vyuzivajici Eulerovu metodu

4.1.1 Balisticka kfivka

Modelujeme Sikmy vrh v odporujicim prostfedi popsany v ¢ésti 1.4, odpovi-
dajici program pro FAMULUS najde ¢tendt v [24]. UvaZujeme téleso tvaru koule
o hmotnosti m a poloméru R vrZzené pocatecni rychlosti vo pod tdhlem o k ho-
rizontu. Pfi pohybu na né&j ptsobi konstantni tthova sila mg svisle doli a proti
pohybu sila odporu prostiedi imérnéd druhé mocniné velikosti okamZité rychlosti
podle Newtonova vztahu F, = —kvv = —CpSvv/2, kde C je soucinitel od-
poru z4visejici na tvaru télesa, o hustota prostfedi (uvazujeme vzduch) a S = nR?
plocha pri¢ného priifezu stfely. Zvolime-li standardné€ osu x vodorovné a osu y
svisle vzhiru, musime feSit soustavu diferencidlnich rovnic

d?z

= — 4.1
m-g kvv, (4.1a)
d?y
me = —mg — kvvy, (4.1b)

kde parametr k£ postupné vypoéteme uvedenym zptsobem. Vysledné trajektorie —
balistické kfivky — pro nékolik riznych elevacnich tihla 1ze vykreslit napf. pomoci
souboru baliste.ms obsahem
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# --- numericke reseni - balisticka krivka

# --- pro nekolik elevacnich uhlu
clear;

clc;

# --- definice pocatecnich podminek
t0=0;

x0=0;

y0=0;

v0=200 # pocatecni rychlost
eluhel=[10 15 20 30 37.9 45 60 75]

(v~zakladnich jednotkach SI)

% elevacni uhly ve stupnich

alpha=eluhel#*pi/180; # prevedeni na radiany

# --- krok integrace

dt = 0.05;

# --- parametry prostredi

R=0.04; # polomer strely

m=2.5; # hmotnost strely
ro=1.3; # hustota vzduchu
C=0.48; # koeficient odporu
g=9.81; # tihove zrychleni
S=pi*R~2;

k=C*ro*S/2;

hold on # pro vice obrazku do jednoho grafu
# --- cyklus pro hodnoty elevacnich uhlu
for j=1:columns(alpha)

clear t

clear x

clear y

vx=vO*cos (alpha(j));
vy=vO*sin(alpha(j));
v=sqrt (vx~2+vy~2);

# --- vlastni numericka integrace - klasicka Eulerova metoda

t(1)=t0;
x(1)=x0;
y(1)=y0;
i=1;

while (y(i)>=0) # testujeme dopad na rovinu y=0

i=i+l;
x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y(@)=y(i-1)+vy*dt;
ax=-k*v*vx/m;
ay=-g-k*v*vy/m;
vx=vx+ax*dt;
vy=vy+ay*dt;
v=sqrt (vx"2+vy~2);
t(1)=t(i-1)+dt;

endwhile

# --- vykresleni zavislosti
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48 plot(x,y);
49 endfor
50 hold off

Ve vypisu vidime nékolik dosud nezminénych piikazi a postupi. V testovaci pod-
mince cyklu while na 36. fadku nyni ovéfujeme, zda téleso nedopadlo na rovinu
y = 0, po dopadu se vypocet ukonci. V rdmci jednoho béhu programu vykreslu-
jeme balistické kiivky pro né€kolik hodnot elevacnich Gihld zadanych ve stupnich
matici eluhel(10. fadek), kterd se hned na ndsledujicim fadku prepocitavd na
matici alpha v radidnech.
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Obr. 4.1: Balistické kfivky pro rtizné hodnoty elevac¢nich uhla

K vyuZiti v§ech hodnot pak pouZivdme cyklus for mezi 24—49 fddkem ukon-
¢eny piikazem endfor. Podobné jako v jinych programovacich jazycich, méni
se v priubéhu cyklu celociselnd proménna (zde j) od jednicky do mnozstvi prvki
matice alpha. Pocet sloupcti resp. fadkd matice zjistime snadno pomoci funkce
columns (24. fadek) resp. rows. Takto muzZeme hodnoty elevacnich Ghld libo-
volné dopisovat nebo umazavat a program si vZdy sdm zjisti jejich pocet.

V kazdém béhu cyklu, tj, pro kaZdou hodnotu elevaéniho dhlu se vypoctené
t, x a y ukladaji do matic toho jména a pro jiny tihel budou jiné. Nechceme-li
vytvéret vicerozmérné matice, musime vzdy na konci cyklu hodnoty vykreslit
(48. radek) a na zacédtku vynulovat pfikazem clear (25.-27. faddek). Takto t,x a
y zustavaji vektory, jejichZ prvky voldame jednoduse x(0) ,y (j) apod.

Uvedeny postup vyzaduje také pouZiti pfikazti hold on a hold off (22.
a 50. fadek). ProtoZe hodnoty = a y jsou poditiny postupné vzdy v kaZzdém
cyklu, nelze pockat na konec a pouzit nékolik dvojic argumentd funkce plot
jako v ¢asti[2.5.1] Pifkaz hold on zajisti, Ze dalsi vykreslovani bude provedeno

53



do jiz otevieného obrdzku a to tak dlouho, dokud volbu nevypneme volanim
hold off. Vystup z popsaného programu je zndzornén na obr. [4.1] zvolené
pocatecni hodnoty jsou uvedeny a okomentovany ve vypisu programu. Vidime,
Ze za danych podminek nedosdhneme nejvétsi délky vrhu pro elevacni thel 45°,
ale o néco mensi (asi 37,9°).

4.1.2 Rutherfordiv rozptyl

Ostrelovani zlaté folie o tloustce né-

kolika atomti jadry helia patii k nejznd- 20 / / / Z
méjs$im historickym experimentim. Ex- 15 / /
periment samotny byl poprvé uskute¢nén
Hansem Geigerem a Ernestem Marsde- 10
nem roku 1909 pod vedenim Ernesta Ru-
therforda, ktery jej v roce 1911 vysvét- ) /
lil a zformuloval zndmy planetarni model g
atomu. Fyzikdlni rozbor problému je na- & 0
stinén v &dsti 5.2. = \
Na nabité a-&éstice s kladnym ndbo- - %
jem @, = 2e ahmotnosti m, ~ 4u pisobi 10
jdra atomi zlata s ndbojem Q)5 = 79¢ od-
pudivou coulombovskou silou. Pohybové -15 N\
rovnice majf tvar / \ \ \ 4
-20 3
2
mEs = L Gl 0 10 5 0 5 10
dt 4ney 13 o/pm
@ — 1 Qan ( 4 2b) P
dt  4mgy 13 v ’

Obr. 4.2: Trajektorie Castic pii

kde o = 8,854-10~ 2 F-m~" je permiti- Rutherfordové rozptylu

vita vakua, ve vztazich pro ndboje a hmotnost vystupuji elementarni ndboj e =
=1,602-10719 C a hmotnostni atomov4 jednotka u = 1,66-10~27 kg. Trajektori-
emi Castic budou hyperboly, jejichz piiklad je zndzornén na obr.[d.2] Vykresleny
byly pomoci souboru ruther.m s obsahem

1 # --- numericke reseni pro rozptyl na odpuzujicim centru
2 clear;

3 clc;

4 # --- definice pocatecnich podminek a konstant

5 u=1.66e-27; # hmotnostni atomova jednotka

6 q=1.602e-19; # elementarni naboj

7 eps0=8.854e-12; # premitivita vakua
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ma=4*u; # hmotnost alpha-castice

Qa=2xq; # naboj alpha-castice

Qj=79%q; # naboj jadra Au

kQQ=1/4/pi/eps0*Qa*Qj; # koeficient v~ Coulombove zakone
ymax=2e-11; # maximalni hodnota y pro vykreslovani
t0=0;

x0=-1e-11;

y0=[-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1234567 89 10]*le-12;
vx0=1e6;

vy0=0;

#

dt=1e-20; # integracni krok

# --- nastavenni os

axis([-11 11 -21 21],’equal’);

hold on # pro vice kreivek v~ jednom obrazku
# --- cyklus pro nekolik ruznych trajektorii

cas_spusteni = clock();

for j=1:columns(y0)

# --- vlastni numericka integrace - Eulerova metoda

clear x

clear y

t(1)=t0;

x(1)=x0;

y(1)=y0(j);

vx=vx0;

vy=vyO0;

i=1;

# --- cyklus while s”integraci

while ((abs(y(i))<=ymax) & (x(i)>=x0))
i=i+l;
x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y()=y(i-1)+vy*dt;
r=sqrt (x(i) "2+y(i)~2);
ax=kQQ/r"3*x(i-1)/ma;
ay=kQQ/r"3*y(i-1)/ma;
vx=vx+ax*dt;
vy=vy+ay*dt;
t(1)=t(i-1)+dt;

endwhile

# --- vykresleni zavislosti

plot(x/1le-12,y/1e-12,°1’);

endfor

hold off

# --- udaje o“case spotrebovanem na vypocet

celkovy_cas = etime(clock(), cas_spusteni);

disp([’Program bezel ’,num2str(celkovy_cas),’ sekund.’]);
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Opét zaddvame jednim piikazem na 15. fadku vice pocate¢nich podminek matici,
nebot’ nds zajimaji trajektorie s riznym momentem hybnosti a-Castic, ktery se
pii pohybu zachovava a ktery pfi pocatecnim pohybu ve sméru osy x zavisi na
hodnot€ yq. Rizné poéateéni podminky opét prochdzime v cyklu for...endfor
mezi 25.—49. fadkem, opakované vynaseni do stejného obrdzku aktivujeme a
deaktivujeme pomoci hold on... hold off. Vypocitané hodnoty soufadnic vy-
nasime piimo v pikometrech, proto je v ramci prikazu plot na 48. fadku piislusné
preskdlujeme.

Z prikazli, s nimiZ jsme se v uvedené podobé v textu dosud nese-
tkali, upozornéme na axis (21. fadek), ktery nemd pouze argument
’equal’ poZadujici stejné méfitko na obou osdch, ale také nasta-
veni rozsahu vykreslovanych hodnot parametrem [-11 11 -21 21],
jez je ekvivalentni dvojici __gnuplot_set__ xrange [-11:11] a
__gnuplot_set__ yrange [-21:21] ; omezujeme tim vykreslovdni na
hodnoty z € (—11,11), y € (—21,21). V podmince cyklu while na 36. fadku
pak testujeme, zda hodnota x nesklesla pod zy, a hodnota y nelezi mimo
interval (—Ymax,Ymax). Ke zobrazeni Casu spotfebovaného na vypocet je pak
na poslednim fddku vyuZita funkce disp, diky niZ se nevypiSe pouze hlidSeni
celkovycas=7.963, ale celé hlaSeni Program bezel 7.963 sekund. ProtoZe
argumentem disp mohou byt pouze textové fetézce, pfevadime Ciselny udaj
o Case na fetézec (,,string) pomoci funkce num2str.

4.1.3 Pohyb lyzafe s odporem prostredi

Uvedme jednu z tloh zpracovanych pro systém FAMULUS v textu [23] se
zadanim: LyZaf o hmotnosti m = 90kg ziskd po urcité dobé jizdy na velmi
dlouhém rovném svahu se sklonem o« = 15° stdlou rychlost v, = 18m-s™!,
Soucinitel smykového tieni mezi lyZemi a snéhem je f = 0,055, tthové zrychleni
g = 9,81m-s~2. Velikost sily odporu vzduchu je pifmo imérnd druhé moc-
ning rychlosti: F, = Kv2. Ukolem je urcit velikost koeficientu K a modelovat
zavislost rychlosti a drahy lyZafe v zavislosti na Case.

Pii pohybu lyZafe se uplatni pohybova slozka tthové sily, smykové tfeni a
odpor vzduchu. Vyslednice téchto sil méa velikost

F =mg(sina — fcosa) — Kv°.

Na velmi dlouhém svahu dosdhne rychlost lyZafe mezni hodnoty vy, pii které je
vyslednice vsech sil nulova a plati

mg (sina — fcosa) — Kv2 0

mg (sina — fcosa)

K = 0,5605 N-m~2.s72.

2
Um
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Okamzité zrychleni lyZafe v Case ¢ potom bude

a =

K
— =g (sina — fcosa) — — v°.
m m

a program pro modelovani{ zavislosti rychlosti lyZafe na ¢ase miZe vypadat na-

sledovné:
1 # --- numericke reseni rychlosti lyzare na svahu s”odporem prostredi
2 clear;
3 clc;
4 # --- definice pocatecnich podminek
5 t(1)=0;
6 s(1)=0;
7 v(1)=0; # pocatecni rychlost
s m=90; # hmotnost lyzare
9 uhel=15; # uhel svahu ve stupnich

[
S}

alpha=uhel*pi/180;

11 £=0.055; # soucinitel smykoveho treni
12 vm=18; # mezni rychlost
13 g=9.81; # tihove zrychleni

-
'S

K=m*g* (sin(alpha)-f*cos(alpha))/vm~2;

15 dt = 1; # krok integrace
16 # --- vlastni numerickd integrace - metoda Eulerova
17 i=1;

18 a=g* (sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v~2/m;
19 # --- vlastni cyklus
20 while (v<=0.9999*%vm) %

21 i=i+1;

22 a=g# (sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v(i-1)"2/m;
23 v(i)=v(i-1)+ax*dt;

24 s(1)=s(i-1)+v(i)*dt;

25 t(i)=t(i-1)+dt;

26 endwhile

27 # —--- vykresleni zavislosti v'na t

28 plot(t,v);
20 pause

30 # —--- vykresleni zavislosti s"na t

31 plot(t,s);

Vysledny graf je na obrazcich4.1.3p,b. Pfipomenime, Ze rychlost lyZare se mezn{
rychlosti vy, sice bliZi, ale z matematického hlediska ji pfesné nikdy nedoséhne.
Chceme-li na vyhnout nekone¢nému cyklu while, musime do podminky zadat

rychlost o néco niZsi (na 20. fddku volime konkrétn€ 0,9999 vy, ).
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(a) Zavislost s = s(t) pro pohyb lyzafe (b) Zavislost v = v(t) pro pohyb lyzaie

4.2 Modely vyuzivajici Rungovy-Kuttovy metody

I kdyz ve vétsiné matematickych programil se pouzivaji Rungovy-Kuttovy
metody 4. fadu, pro nase ucely je pro svou jednoduchost zcela postacujici metoda
2. fadu s pevnym (fixnim) krokem, pouZitd v nasledujicim prikladu.

4.2.1 Matematické kyvadlo s libovolnou pocatecni vychylkou

Matematické kyvadlo patii k nejzndmé&jSim modelim. Zde se podobné jako
v Casti 2.5 budeme zabyvat pohybem s libovolné velkou pocatecni vychylkou.
Pohybova rovnice ma zndmy tvar (viz napt. [2| 14]])

¢ g

— = —=sin

a2~ T
kde g je tthové zrychleni [ délka zavésu. Pro jednoduchost uvazujme sekundové
kyvadlo s dobou kmitu 1s, pro jeho délku musi platit

9~

Lépe tak uvidime prodlouZzeni doby kmitu pfi vétSich pocatecnich vychylkach.
Vypis programu kyvrk2.m miZze mit podobu

1 # --- matematicke kyvadlo s“libovolnou pocatecni vychylkou

2 clear;

3 clc;

4 # --- definice poCateénich podminek (v~zékladnich jednotkach SI)

5 phi0=[3 30 60 90 120 150 179]*pi/180;
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6 # —--- vlastni cyklus
7 x=v=[];

8 hold on

9

for j=1:columns(phiO)
10 clear t;
11 clear ph;

12 t(1)=0;

13 ph(1)=phi0(j);

14 dph(1)=0; # poCatelni derivace (dhlova rychlost)
15 mez=4; # mez integrace - 4 male kmity

16 h = mez/500; # krok integrace

17 g=9.81;

18 1=g/(4*pi~2); # delka sekundoveho kyvadla

19 # --- vlastni numericka integrace - RK metoda 2. radu
20 i=2;

21 while t<mez

22 k1=-g/l*sin(ph(i-1));

23 php=ph(i-1)+dph(i-1)*2%h/3+k1%2xh"2/9;

24 k2=-g/1l*sin(php) ;

25 ph(i)=ph(i-1)+dph(i-1)*h+(k1+k2)*h~2/4;

26 dph(i)=dph(i-1)+(k1+3*k2)*h/4;

27 t(i)=t(i-1)+h;

28 i=i+1;

29 endwhile

30 # --- ukladame vychylku a rychlost do matice pro pozdejsi pouziti...
31 x=[x;phl;

32 v=[v;dph];

33 # —-—— Vykresleni zavislosti

34 plot(t,ph);

35 endfor

36 hold off

37 # —--- vykresleni zavislosti uhlove rychlosti na case
38 for j=1:columns(phiO)

39 hold on

40 plot(t,v(j,:))

41 hold off

42 endfor

43 # --- vykresleni zavislosti uhlove rychlosti na vychylce
44 for j=1:columns(phiO)

45 hold on

46 plot(x(j,:),v(j,:))

47 hold off

48 endfor

Podobné jako v ¢asti [.1.1] zde zaddvame nékolik riiznych pocate¢nich vychy-

lek v jediné matici phiO (5. fadek), pocet jejich prvkia (tj. zadanych hodnot)
opét zjiStujme pomoci funkce columns. Podobné jako v &dsti [f.1.1] uzivame

59



p/rad

Lu/radgl
o

t/s

(a) ¢ =()

115 2 25

~
A
J
_

REW =

(€) w = w(p)

35 4

Obr. 4.3: Kmity matematického kyvadla s po¢ateénimi vychylkami
wo = 3°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150° a 179°

i cyklu for...endfor a opakovaného vykreslovani do stejného obrazku pomoci
hold on... hold off. Chceme-li vykreslit kromé zdvislosti vychylky na Case
¢ = ¢(t) také zdvislosti thlové frekvence na Case w = w(t) a thlové frekvence
na vychylce w = dp/dt = w(y) (tj. zndzornéni kmitd ve ,,fazovém prostoru*),
musime cyklus s vykreslovanim opakovat tfikrat (9.-35. fadek véetné vypoctu,
38.—42. radek a 44.-48. fadek pro vykresleni). Abychom tfikrat neopakovali ce-
lou integraci, ukldddme hodnoty postupné do matic x a v, které jiZ nejsou vektory
— kazdy jejich fadek odpovidd feSeni pro jednu pocatecni vychylku. Proto tyto
matice na po¢atku zavadime jako prazdné (x=v=[] ; na 7. fadku), abychom k nim

NNz

mohli pfidavat dalsi fadky z hodnot ph a dph ptikazy x=[x; ph] resp. v=[v;dph]
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(31.-32. tadek). Integracni krok na 16. fadku je pak volen tak, aby uvaZovany
Casovy interval (0,4) byl rozdélen na 500 dilkd.

Dodejme, Ze neni moZné zadat limitni hodnotu pocateéni vychylky ¢g =
= 180°, nebot v tomto pifipadé pfi nulové pocatecni rychlosti téleso zacne padat
volnym padem a rovnice matematického kyvadla pro néj nebude platit. VSechny
tfi zminéné zdvislosti jsou postupné vykresleny na obrazcich #.3p—c. Vidime, Ze
s rostouci pocatecni vychylkou se pohyb vice a vice 1i§i od harmonického, pro

N2

o = 179° je doba kmitu t€éméf 4 s, tj. asi 4x veétsi neZ pro malé kmity kyvadla.

4.2.2 Pohyb druzice v gravitacnim poli Zemé a Mésice

Problém je po fyzikdlni strdnce popsan v ¢ésti 1.8, jde o piiklad tzv. ome-
zeného problému tii téles, kdy pfedpokladiame, Ze treti t€leso (v nasem pripadé
druZice) neovliviluje svou gravitaci zbyvajici dvé t€lesa (Zemi a Mésic), kterd se
pohybuji po kruhovych trajektoriich okolo spole¢ného hmotného stfedu. Pokud
tlohu navic feSime v soustavé, ktera se ota¢i spolu se Zemi a Mésicem, miZeme
ob¢ télesa povaZzovat za nehybnd, pocatek vztazné soustavy volime ve stfedu
Zemé. Ulohu budeme feit v priblizeni, kdy zanedbadvame setrvacné sily spojené
s neinercidlnosti rotujici soustavy oproti gravitaénimu plisobeni. Dodejme, Ze
obecny problém tif t€les je tloha, kterd v disledku nelinedrnosti rovnic nema
obecné analytické feSen{ a zabyvala se jim fada vyznacnych matematikt (Euler,
Lagrange, Jacobi, Hill, Poincaré, Levi-Civita, Birkhoff).

V nasi tloze pouZijeme nékolik astronomickych konstant — hmotnost Zemé
Mz = 5,983-10%* kg, hmotnost Mésice My = 7,374-10% kg, je# se nachézeji
ve vzdjemné vzdalenosti xp; = 60,13 Rz. Polomér Zemé Ry = 6,371-105 m
pouzijeme jako jednotku vzdalenosti, soufadnice polohy druZice budeme uvadét
v ndsobcich Ry. Dédle budeme pfedpokladat, Ze druZice se pohybuje vyhradné
pod vlivem gravita¢niho pole s vypnutymi motory.

Pro urceni gravita¢nich sil, které pisobi na kosmickou sondu, musime urcit
nejen soufadnice polohy vzhledem k Zemi (xgz, ysz), ale i relativni soufadnice
sondy vzhledem k Mésici xsy = x5z — oM, Ysm = Ysz — UM, kde zng, ym
jsou soutradnice Mésice ve vztazné soustaveé spojené se Zemi. Mésic umistime na
osu z na$i soustavy, takze klademe zyr = 60,13Rz, ym = 0. Soucasné je také

zfejmé, Ze ysm = ysz. Pro vzdalenost druZice od Zemé plati r = /a3, + 2,
pro jeji vzdalenost od M&sice v = /@y + yay = \/(azsz - azM)2 + Y3y,
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Slozky zrychleni sondy budou vyslednici gravitaéniho pisobeni Zemé a Mé-
sice, miZeme pro né€ proto psat

xsz My, xsm M xsz My, (xsz — M) Mm
ay = —n—5— —x— =—n——0 —x 3 ,
r e r e
yszMz, ysm M yszMz, ysz M
ay = — 3 — 3 = = 3 — 3 .
r T r T3

Program sondark?2 pak miize vypadat nasledovné

1 # --- numericke reseni pohybu druzice

2 clear;

3 clc;

4 # --- pocatecni podminky a konstanty ---

5 RZ=6.378e6; % polomer Zeme

6 t(1)=0;

7 xsZ(1)=0;

8 ysZ(1)=10*RZ;

9 vx=2.7e3; % x-ova slozka startovni rychlosti
10 vy=1.84e3; % y-ova slozka startovni rychlosti
11 xM=60.13*RZ;

12 yM=0;

13 mez= 1.2e6; % mez integrace

14 h = mez/6000; % krok integrace

15 # --- parametry prostredi, konstanty ---

16 k=6.67259e-11; ¥ gravitacni konstanta

17 MZ=5.98e24; % hmotnost Zeme

18 MM=7.374e22; % hmotnost Mesice-

19 # --- vlastni numericka integrace - RG metoda 2. radu
20 1=2;

&
s

while (t<mez & xsZ(i-1)"2+ysZ(i-1)"2>RZ"2)

kix=-k*xsZ(i-1)*MZ/(xsZ(i-1)"2+ysZ(i-1)"2)"1.5 \
—k*xMM#* (xsZ(i-1)-xM)/((xsZ(i-1)-xM) "2+ysZ(i-1)"2)"1.5;

kly=—krysZ(i-1)*MZ/ (xsZ(i-1) ~2+ysZ(i-1)"2)"1.5 \

25 ~k*xMM*ysZ(i-1)/((xsZ(i-1)-xM) "2+ysZ(i-1)"2)"1.5;

26 xp=xsZ(i-1)+vx*2%h/3+k1x*2*h~2/9;

27 yp=ysZ(i-1)+vy*2*h/3+kly*2*h~2/9;

28 k2x=-k*xp*MZ/ (xp~2+yp~2) ~1.5-k*MMx* (xp-xM) / ((xp-xM) "2+yp~2) "1.5;

29 k2y=-k*xyp*MZ/ (xp~2+yp~2) "1.5-k*MM*yp/ ((xp-xM) "2+yp~2) "1.5;

30 xsZ(i)=xsZ(i-1)+vx*h+(k1x+k2x)*h~2/4;

31 ysZ(i)=ysZ(i-1)+vy*h+(kly+k2y)*h~2/4;

32 vx=vx+(klx+3%k2x)*h/4;

33 vy=vy+(kly+3*k2y)*h/4;

34 t(i)=t (i-1)+h;

35 i=i+1;

36 endwhile

37 # --- vykresleni zavislosti

NN
Bow N
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38 axis(’equal’);

39 hold on

40 # —-—- Vykresleni Zeme

41 u=linspace(0,2%*pi,100);

42 plot(cos(u),sin(u),’b’)

43 # --- Vykresleni Mesice

44 plot(1738000/RZ*cos (u)+xM/RZ,1738000/RZ*sin(u) ,’g’)
45 # --- vykresleni trajektorie

46 plot(xsZ/RZ,ysZ/RZ,’r’);

47 hold off

Pocatecni podminky odpovidaji hodnotdm xsz9 = 0 (xsZ(1)), yszo = 10Rz
(ysZ(1)), vz0 = 2,7km-s™! a vy = 1,84 km-s~ . Vyslednd podoba trajektorie
je pfitom na zménu poc¢atecnich podminek velmi citlivad. V podmince cyklu while
na 21. fadku testujeme nejenom zda Cas ¢ neprekrocil stanovenou horni mez, ale
také dopad na zemsky povrch (tj. zda r» > Rz). Krom& samotné trajektorie
(pfikazem plot na 46. fadku) jsou vykresleny i kruZnice zndzoriiujici povrch
Zemé i Mésice (42. resp. 44. fadek), opét nastavujeme stejné méfitko na obou
osach pitkazem axis(’equal’). Vysledek zndzortiuje obr. Dodejme, Ze
pokud bychom pouZili Eulerovu namisto Rungovy-Kuttovy metody, k dosaZeni
stejné presnosti by se citelné prodlouZila doba vypoctu, zejména na pomalejsich
pocitacich.

20

15 N —
10 _— T \
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Obr. 4.4: Piiklad pohybu druzice v soustavé Zemé-Meésic

4.2.3 Pruzné kyvadlo

Model popsany jiz v ¢asti 2.3 je tvofen kyvadlem, u néhoz je zaves realizovan
pruzinou o tuhosti k a délce [ (v nezatiZzeném stavu). Jde o pomérné jednoduchy
a zdrovenl velmi zajimavy model, na némz lze studovat fadu jevi spojenych
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s oscilacemi. Svéd¢i o tom mimo jiné dva ¢lanky z neddavné doby [5] 18], jez
muzeme viele doporudit zdjemctiim o hlubsi sezndmeni s problematikou i o odkazy

na dal${ zdroje informaci.

Pro nase numerické feseni vystacime s pohybovou rovnic{

kterou Ize v kartézskych soufadicich z = rsin ¢, y = 7 cos ¢ rozepsat do slozek

d2z
)
d2y
e

= —k(r—1)

=18

)

= —g—k(r-1)

RS

Pocitek soufadnic pfitom volime v misté zdvésu podle obr. 4.5

YA

Obr. 4.5: K zaveden{
soufadnic pro pruzné
kyvadlo

Jedna se o systém s dvéma vyznacnymi médy
(kmity kyvadla spojené se zménou souradnice ¢ a
kmity pruZiny spojené se zménou ), mezi nimiz
je nelinedrni vazba, ktera je zodpovédna za speci-
fické vlastnosti pohybu. Rovnovazna poloha, kdy
je zavaZzi po zavéSeni na pruZinu v klidu ve svislé
ose y je urcena vzdalenosti od bodu zavésu r =
= lg = | + mg/k, vici této hodnoté budeme
v souladu s [5] vykreslovat zmény vzdélenosti
zavazi od bodu zavésu. Pro snadné&jsi porovnani
s uvedenymi prameny [} [8] volime tytéZ para-
metry — nezatiZzenou délku pruziny | = 0,28 m,
tuhost pruziny k£ = 12,5 N-m~1.

Jak je odvozeno v [3 8], preddvani energie
mezi zminénymi moédy je nejvyraznéjsi pii rezo-
nanci, kdy plati

o= E o, = L.
m lg

Po dosazeni za I, dostaneme hmotnost zdvaZzi,
které musime zavésit, aby rezonance nastala

Ik
=" ~0,12ke. 4.3
m =g~ 012k (4.3)
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UkaZme nejprve ptipad dominantnich kyvi, kdy kyvani kyvadla bude mini-

malné€ ovlivnéno kmity pruZiny. Pfedpokldddme, Ze na pocatku zdvazi o hmotnosti
m = 0,09 kg vychylime o dhel oy = 0,05785 rad, aniz by se pruzina prodlouZila,
tj. 7o = lg. Vypis programu pruzkrk.m pak miize byt nasledujici:

1

© 0 N A W N

I I N - T = T T S S S Gy S
A QO N = O © N e ok WN R O

25
26
27

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

# --- numericke reseni pruzneho kyvadla
clear;
clc;
# --- konstanty
1=0.28; # delka nezatizene pruziny
k=12.5; # tuhost pruziny
g=9.81; # tihove zrychleni
m=0.09; # hmotnost zavazi
lg=1l+m*g/k; # rovnovazna delka pruziny
# --- pocatecni podminky
d0=0.00; # pocatecni prodlouzeni pruziny
phi0=0,05785; # pocatecni vychylka od svisleho smeru
x0=(1g+d0) *sin(phiO) ; # prepoctena soradnice x0
yO=-(1g+d0) *cos(phi0); # prepoctena soradnice yO
vx0=0; # pocatecni rychlost ve smeru x
vy0=0; # pocatecni rychlost ve smeru x
# --- oblast integrace
t0=0; # cas merime od O
mez=15; # horni mez integrace
h=5e-3; # integracni krok
# --- vlastni numericka integrace - RK metoda 2. radu
t(1)=t0;
x(1)=x0;
y(1)=y0;
vx=vx0;
vy=vyO0;
i=1;
# --- cyklus probiha pro t<= horni mez
while (t(i)<=mez)
i=i+1;

r=sqrt(x(i-1)"2+y(i-1)"2);
ki1x=-k*(r-1) /r*x(i-1) /m;
kly=-g-k*(r-1) /r*y(i-1)/m;
xp=x(i-1)+vx*2*h/3+k1x*2¥h~2/9;
yp=y (i-1)+vy*2*h/3+k1x*2*h~2/9;
rp=sqrt (xp~2+yp~2) ;
k2x=-k* (rp-1) /rp*xp/m;
k2y=-g-k*(rp-1) /rp*yp/m;
x(1)=x(i-1)+vx*h+(k1x+k2x)*h~2/4;
y(1)=y(i-1)+vy*h+(kly+k2y)*h~2/4;
vx=vx+(k1x+3*k2x)*h/4;
vy=vy+(k1y+3xk2y)*h/4;
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43 t(1)=t(i-1)+h;
44 endwhile

45 # --- vykresleni trajektorie

46 plot(x,y);

47 # -—- vykresleni zavislosti r-1g na case
48 plot(t,sqrt(x. 2+y."2)-1g);

149 # --- vykresleni zavislosti phi na case

50 plot(t,atan2(x,abs(y)))
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(a) Zavislost prodlouienit/;(t) —lg na case (b) Zavislost vychytl/liy © na case
-0,351 $&
0,352 ﬁg /

(¢) Vysledny pohyb v roviné zy
Obr. 4.6: Kmity pruzného kyvadla v rezimu dominantnich kyvi

Vidime, Ze pocatecni délku pruZiny zaddvdme v programu na 11. fddku rozdilem
do = 19 — lg, jeZ je v tomto pifpadé nulovy, pocdtecni hodnotu kartézskych
soufadnic xg a yg pak dopoc¢teme podle jizZ uvedenych pfevodnich vztahi. Naopak,
z hodnot x a y ziskanych integraci ziskdme r = /22 + y2 a ¢ = arctgz/ |y|,
nebot’ v nasi volb€ osa y sméfuje nahoru a pod zdvésem je y zadporné. PouZili jsme

66



000:1 (AR (i Z: e illl
ol . -
A 1| 1 UUWW
(a) Zavislost prodlouienti/sr(t) —lg na éa;e (b) Zavislost vychyfl/lZy ® na Gase |
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Obr. 4.7: Kmity pruzného kyvadla v blizkosti rezonance

tu dvé dosud nezminéné funkce programu atan2(a,b) pro vypolet arctg (a/b)
a abs pro vypocet absolutni hodnoty. Vysledné kmity jsou zndzornény na obr. 4.6}
Je zfejmé, Ze zmény prodlouZeni pruZiny jsou relativné velmi malé a vyslednému
pohybu skute¢né dominuji kyvy v soufadnici ¢. Toto tvrzeni je jen zddnlivé
v rozporu s vyslednou trajektorii na obr .6k, nebot’ zmény v soufadnici y jsou
mnohem mensi neZ v soufadnici x.

Zménime-li hmotnost zavazi na m = 0,12 kg a prodlouZime ¢asovy interval
pro integraci, abychom zachytili del3i prib&h pohybu, mélo by podle rovnice (4.3)
dochézet k rezonanci. Na obr.[4.7]je skute¢né patrné postupné preddvani energie
mezi kyvy kyvadla a kmity pruZiny. I zde plati, Ze tvar trajektorie na obr. |4.7|je
deformovan nestejnym méfitkem, zmény ve svislém sméru jsou ve skutecnosti
mnohem mensi neZ ve sméru vodorovném. Pokud bychom ale nastavili na obou
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osach stejné méfitko, trajektorie by se nam redukovala ve ,.tlusté rozmazanou
¢aru“ kyva.

4.3 Modely vyuzivajici funkce 1sode

Modely vyuZivajici procedury 1sode jsou vesmés strucnéjsi a kompaktnéjsi,
naopak je u nich obtiZné&jsi testovat piipadnou dodate¢nou podminku (napt. dopad
na rovinu y = 0 jako v ¢asti .1.T) a pfi jejim nesplnéni vypocet zastavit. Mezi
tyto modely patii pochopitelné i piiklady uvedené v ¢astech[3.2.1]a[3.2.2]

4.3.1 Balisticka kfivka podruhé

Vratme se jeSté jednou k balistické kfivce popsané v &asti .1.1] Pokud
vyjdeme z rovnic (#.Ta) a rozhodneme se pouZit funkci 1sode, miZe soubor
balist.m obsahovat piikazy

# --- numericke reseni balistickeho problemu
clear;

clc;

# --- definice pocatecnich podminek

t0=0;

x0=0;

y0=0;

v=input (’zadej pocatecni rychlost v m/s: ’);
alpha=input (’elevacni uhel ve stupnich: ’)*pi/180;
vx=v*cos(alpha) ;

vy=v#sin(alpha) ;

© 0 N U A W N e

=
= o

12 # --- parametry prostredi a strely

13 R=0.04; # polomer strely
14 global m=2.5; # hmotnost strely
15 ro=1.3; # hustota vzduchu

-
=N

# koeficient odporu
C=input (’zadej koeficient odporu C (<0,1>): ’);

=
3

18 global g=9.81; # tihove zrychleni
19 S=pi*R"2;

20 global k=C*ro*S/2;

21 # -—- definice funkce pro integraci

N
N

function xdot=fce(xp,t)

global k™m g # prebira globalne definovane konstanty
xdot=zeros(4,1);

25 xdot(1)=xp(2);

26  xdot(2)=-k/m*sqrt(xp(2) . 2+xp(4)."2).*xp(2);

27 xdot(3)=xp(4);

28 xdot(4)=-g-k/m*sqrt (xp(2)."2+xp(4).72) .*xp(4);

29 endfunction

30 # --- meze integrace a cas jako nezavisle promenna

NN
s
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31 dm=0;
32 hm=2*vy/g;

33 t=linspace(dm,hm,200) ;
34 # --- vlastni numericka integrace pomoci lsode
35 yp=lsode("fce", [x0,vx,y0,vyl,t);

36 x=yp(:,1);

37 y=yp(:,3).x(yp(:,3)>=0);
38 # —-—- vykresleni reseni

30 plot(x,y);

Novym, v tomto textu dosud nepouZitym piikazem je ze input na fadcich 8,
9 a 17. Poslouzi ndm tehdy, pokud chceme vytvofit interaktivni program, ktery
po spusténi pozada uzivatele (naSeho studenta) o vloZeni hodnot prislusnych
proménnych. Konkrétné€ na zakladé€ 8. fadku vypisSe program

zadej pocatecni rychlost v m/s:

a Cekd na vloZeni ¢iselné hodnoty ukoncené klavesou Enter. Jak vidime, mame
moznost zadat text vyzvy, kterd se objevi na obrazovce. V sofistikovanéjsich
programech bychom mohli oSetfit, zda zadané hodnoty spliiuji dalsi dodatec¢né
podminky (nezdpornost apod.).

350
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y/m
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50

/ \

\

0

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

r/m

Obr. 4.8: Balistickéa kiivka pro vop = 200m-s™!, o = 32° a C = 0,48

Jak jiz bylo uvedeno vySe, na rozdil od Eulerovy metody s cyklem while
pouzité v Casti zde neukonéime integraci po dopadu na rovinu y = 0,
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proto musime zaporné hodnoty soufadnice y odfiltrovat jinak. Nechceme-li né-
jakym vedlejSim vypoctem omezovat horni mez integrace (zde, jak je zfejmé
ze 32. tadku, je zvolena jako doba Sikmého vrhu v neodporujicim prostiedi),
vyuzijeme jedné z dalSich metod efektivni prace s maticemi. Na 37. fadku se
setkdvdme se sloupcovou matici yp(:,3)>=0, kterou vytvaiime ze 3. sloupce
matice yp pomoci logické podminky >=0. Vysledkem bude vektor (sloupcova
matice), v niZ budou bud’ jedni¢ky (na mistech, kde prvky yp podminky spliiuji,
tj. zde jsou nezdporné), nebo nuly (na téch fadcich, kde hodnoty yp podminku ne-
spliuji). Vynasobime-li poté prvky této matice ptivodni vektor yp(:,3) (pozor,
ne matice jako celek, ale odpovidajici prvky mezi sebou, takZe musime pouZzit
. *), ndsobime jeji nezdporné prvky 1 a zdporné 0, takZe ziskdme matici obsa-
hujici nezdporné hodnoty yp(:,3) a na mistech zdpornych hodnot 0. Vysledna
kfivka pro interaktivné zadané hodnoty vy = 200m-s~1, @ = 32° a C = 0,48 je
zndzornéna na obr. 4.8

4.3.2 Foucaultovo kyvadlo

Staceni roviny kmitu Foucaultova kyvadla vlivem Coriolisovy sily patii od
svého prvniho predvedeni Jeanem Bernardem Léonem Foucaultem v pafizském
Pantheonu v roce 1851 k zdkladnim diikaziim rotace Zemé. Foucaultiv model
pry nesl hmotnost 28 kg na lan€¢ dlouhém 68 m [1]].

Zvolime-li vztaznou soustavu spojenou s rotujicim povrchem Zemé tak, Ze
osa x miff vdaném misté ve sméru poledniku na jih, osa y ve sméru rovnobézky
na vychod a osa z svisle vzhtiru, omezime-li se na malé kmity vzhledem k délce
kyvadla, 1ze pro primét kmiti do roviny zy v misté se zemépisnou §itkou A
odvodit pfiblizné rovnice (viz napf. [22])

i = —w?z+2yQsin ),
j = —w?y—2&Qsin ),
v nichz w = /g/l je tGhlova frekvence matematického kyvadla téZe délky a

Q) =~ 7,3-10~° s~ ! dhlov4 frekvence otd¢eni Zemé okolo vlastni osy. Do souboru
foucaoult.m miZeme napsat

# --- numericke reseni Foucaultovo kyvadlo
clear;

clc;

# --- definice pocatecnich podminek

t0=0;

x0=5;

y0=0;

vx0=0;

B N =

© N o

70



Regeni vidime na obr. . Kyvadlo bylo v tomto piipadé uvedeno do pohybu

vy0=0;

global phi=50/180%*pi; # zemepisna sirka

global om=2%pi/(86400); # uhlova rychlost rotace Zeme

global 1=68; # delka kyvadla

global g=9.81;

# --- vlastni numericka integrace - preddefinovana procedura lsode
function xdot=fce(xp,t)

global phi om g 1 # prebira globalne definovane konstanty

xdot=zeros(4,1);
xdot (1)=xp(2) ;
xdot (2)=-g/1*xp(1)+2*om*sin(phi)*xp(4) ;
xdot (3)=xp(4);
xdot (4)=-g/1*xp(3)-2*om*sin(phi)*xp(2) ;
endfunction
# --- meze integrace
dm=0;
hm=50;
# --- cas jako nezavisla promenna, oblast integrace
t=linspace (dm,hm,500) ;
# --- reseni soustavy diferencialnich rovnic
yp=lsode("fce", [x0,vx0,y0,vy0l,t);
# --- vykresleni
plot(yp(:,1),yp(:,3));

pusténim z maximdlni vychylky. Pokud zménime pocate¢ni podminky tak, Ze
kyvadlo rozhoupeme udélenim pocate¢ni rychlosti z rovnovazné polohy, bude mit
pramét trajektorie do roviny zy podobu zndzornénou na obr. #.9p. Pfipomeiime,
Ze méfitko na osidch nenf stejné, za uvaZzovanych 50 s nemiize byt vychylka ve
sméru osy y velka (naopak je faddové skoro 1000-krat mensi).

) y/m

0.015 0.04
X 0:03
0,01
\\\\\\ 0,02
0,005
~
—_— S P — 0.01
o N g
5 4 3 2 -1 = = :::::§§§§¥
. — 5 0 5 10
0005 L 001 \
0.0t 0.02

(a) Pocatecni podminky zo = 5m,

;015 =0;03
x/m x/m

(b) Pocate¢ni podminky zo = Om,

-1 vpo = bm-s !

V20 = O0m-s

Obr. 4.9: Kmity Foucaultova kyvadla
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