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1 Uvod
V této bakalaiské praci se vénuji paradoxu dvojcat ve specialni teorii relativity, ktery
byva Casto povazovan za jeden z nejznaméjSich. S nejznaméjsi formou tohoto paradoxu

ptisel v roce 1911 Paul Langevin.
Bakalarska prace ma celkem dva cile:

o Provést reserSi literatury zabyvajici se problematikou paradoxu dvojcat
ve specialni teorii relativity.
e Shrnout rizna (pocetni i grafickd) feSeni paradoxu dvojcat ve specidlni teorii

relativity.

Cela prace je z ptevazné Casti reSerSni. Kapitola 2 je vénovana teoretickému tivodu
k paradoxu dvojcat a po ni nasleduje shrnuti vice moznych zptsobu feSeni. Jsou zde
uvedena jak pocetni, tak i grafickd feSeni, kterd jsou doplnéna prostoro¢asovymi

diagramy vytvorenymi v programu GeoGebra.

Jednim z ditvodu, pro¢ jsem si toto téma vybrala, je skutecnost, Ze 1 kdyZ je paradox
dvojcat ¢asto povazovan za jeden z nejznaméjSich, nekteti lidé o ném viibec neslyseli.
S paradoxem dvojcat byvaji okrajové seznameni zaci V ramci tématu specialni teorii
relativity, ktera se viak nevyuéuje na vsech stfednich kolach. Casto je toto u¢ivo pro
zaky obtizné, jelikoZ vysledky specidlni teorie relativity odporuji béZznym piedstavam
zakl o prostoru a ¢asu. Z tohoto diivodu je do prace zafazena i ¢ast, kterd ilustruje mozny

zpisob, jak paradox dvojcat zakiim prezentovat tak, aby si jej dokazali 1épe predstavit.

Chtéla bych podé€kovat Mgr. Lukasi Richterkovi, Ph.D. za metodické vedeni

bakalafske prace, cenné rady a vénovany cas.



2 Paradox dvojcat

Paradox dvojCat patii mezi nejznamejsi paradoxy specialni teorie relativity. Je to
myslenkovy pokus tykajici se dvojéat (napiiklad je muZzeme pojmenovat Adam a Eva),
Z nichz jedno (tfeba Adam) zlstane na Zemi a druhé (Eva) leti raketou, ktera se pohybuje
rychlosti blizici se rychlosti svétla, do vesmiru. Pro jednoduchost, zanedbavame jakékoliv
gravitaéni piisobeni na Adama a vztaznou soustavu spojenou s nim povazujeme za
inercialni. Eva se v raketé vyda na cestu do vesmiru (pro jednodussi popis budeme o jejim
pohybu uvazovat jako 0 rovnhomérném piimocarém pohybu), kde v ur¢itém bodé otoci
smér svého letu (napfiklad u nékteré hvézdy) a vraci se zpét za Adamem na Zemi.
Z hlediska Adama po celou dobu cesty podléha ¢as Evy dilataci ¢asu, proto po navratu

na Zemi bude Eva mladsi nez Adam a miizeme psat

AT

At =y AT = ——, 1)
)
J1=
kdey = ;2 se nazyva Lorentzav faktor (nékdy y faktor), At je ¢as mé&feny v soustave,

NE

vaci niz se hodiny pohybuji (soustava S spojena s Adamem) a At je vlastni ¢as méfeny

Vv klidové soustave (soustava S' spojena s Evou).

Pohyb je vSak relativni a je mozné ho popisovat z hlediska libovolné vztazné soustavy.
Proto mizeme na situaci nahlizet i z pohledu Evy. Povazujme nyni vztaznou soustavu
Evy za klidnou, viic¢i niz se Adam na Zemi bude pohybovat. | v této situaci mizeme pouzit
vzorec pro dilataci ¢asu (1). V tomto pripadé by At byl ¢as méfeny ve vztazné soustaveé
spojené s Evou a At cCas, ktery naméfil Adam na Zemi. Pokud celou situaci takto
popisujeme — jak ukazeme nespravné — z pohledu Evy, dosp&jeme k zavéru, ze Eva bude
po navratu na Zemi star$i nez Adam. Pti popisu jedné situace vSak nemtiZze nastat, aby
popis v riznych vztaznych soustavach vedl K riznym vysledkiim, proto dostavame

zdanlivy paradox a musime hledat, kde je v téchto uvahach chyba.

Podle zédkladniho postulatu teorie relativity plati, Zze vSechny inercidlni vztazné
soustavy jsou rovnocenné. Pokud bychom pfi popisu vzhledem k Zemi zanedbali rotaci
Zem¢ kolem své osy, obéh Zemé kolem Slunce a gravita¢ni pisobeni, mizeme vztaznou
soustavu spojenou s Adamem povazovat za inercialni. VztaZznou soustavu spojenou

s Evou za inercialni vSak povazovat nemizeme, protoze Eva se pfi odletu ze Zem¢,



béhem otaceni a pii piistavani na Zemi pohybuje s ur¢itym zrychlenim. Z tohoto divodu
nelze pii feSeni tohoto problému vyuzivat vzorce specialni teorie relativity pro

rovnomérny piimocary pohyb.



3 Re$eni paradoxu dvojéat ve specialni teorii relativity

Nejcastéjsim vysvétlenim paradoxu dvojcat byva zalozeno na nasledujicim
zdtvodnéni:
., Vysvétleni paradoxu dvojcat spociva v tom, ze kosmickda lod’ [s dvojcetem B] je v riiznych
okamzicich béhem svého letu urychlovana: pri startu, pri obraceni a konecné pri
pristavani. Vzorce specialni teorie relativity, jez plati jen pro vztazné soustavy pohybujici
se navzajem konstantni rychlosti, nelze tudiz na tento problém vitbec pouzit a musime se
obratit na obecnou teorii relativity. Podle principu ekvivalence vyvolava velké zrychleni
ucinky nerozeznatelné od ucinku silného gravitacniho pole — a hodiny jdou v silnych

gravitacnich polich pomaleji. * (Beiser, 1978).

Avsak toto vysvétleni neni zcela uspokojivé. Nabizi se naptiklad otazka, jestli je nutné
uvazovat ¢asti letu, kdy se kosmicka lod’ pohybovala se zrychlenim. Tomuto by se dalo
vyhnout, napiiklad pomoci Givahy s vyuzitim trojcat, ¢asto také oznacované jako paradox

hodin. Této tvaze se budeme podrobné&ji vénovat v kapitole 3.1 (Knézek, 2018).

Paradox dvojcat ve specidlni teorii relativity mize byt feSen riznymi zptisoby. Jednim
Z moznych pfistupit k problému je matematicky pohled na celou situaci a vyjadieni
veli¢in popisujicich pohyb pomoci riznych fyzikélnich vztahd. DalSim zpiisobem je
grafické feSeni pomoci Minkowského diagramu. Tento diagram znazoriiuje udalosti
ve dvourozmérném ftezu prostoroCasu, kde prostorova (X-ova) osa je orientovana
vodorovné a Casova osa ct svisle. Vodorovna osa je mnozina udalosti, které prob¢hly
v case t = 0sa svisla osa splyva se svétoCdrou (tj. mnozinou bodli v prostorocase,
zobrazujicich udalosti spojené s pozorovatelem v prostoru i v ¢ase t) pozorovatele

stojiciho v pocatku soustavy S.

3.1 Paradox trojcat

Pro jednoduchost uvazujme, Ze se Eva bude pohybovat rovnomérnym piimocarym
pohybem rychlosti v blizici se rychlosti svétla. Abychom se vyhnuli pocate¢nimu
zrychleni pfi startu ze Zemé, mize Eva odletét do vesmiru jiz pfed zacatkem méfeni Casu
aVv case t = 0 s by mijela Zemi. V tento okamzik by doslo k synchronizaci hodin dvojcat
a Eva by dale pokracovala ve svém rovnomémém piimocarém pohybu rychlosti v. Casti
letu, kdy dochazi ke zpomalovani rakety, jejimu obratu zpét k Zemi a naslednému

zrychlovani az na danou konstantni rychlost v, se mizeme také vyhnout. Uvazujeme-li



tietiho, stejné starého sourozence, (pojmenujme si ho naptiklad Cyril), ktery se na cestu
do vesmiru vydal jiz diive a pohybuje se stejnou rychlosti jako Eva pouze v opa¢ném
sméru. Na své zpate¢ni na Zemi by se Cyril minul s Evou, kdy by Cyril ,,piebral“ ¢as Evy
(tzn. Cyril a Eva si synchronizovali své hodiny) a pokra¢oval v rovnomérném pohybu
smérem k Zemi. Abychom eliminovali také ¢ast cesty, kdy by raketa zpomalovala
a pristavala na Zemi, mizeme uvazovat, ze Cyril bude Zemi pouze mijet a Vv tento
okamzik pfeda svlij ¢asovy tdaj Adamovi. Tento pfistup k feSeni problému byva také

nazyvan ,,paradox trojcat* (Knézek, 2018).

3.1.1 Grafické reSeni paradoxu troj¢at pomoci Minkowského diagramu

Vsechny probihajici d€je budeme postupné popisovat z pohledu Adama, Evy a Cyrila.
Pro lepsi orientaci v diagramech pro jednotlivé piipady, budeme udalosti spojené
s danym dvojcetem znacit vzdy stejnou barvou: Adam — zelena, Eva — oranzova

a Cyril — modra.

Za vztaznou soustavu budeme nejprve povazovat soustavu spojenou s Adamem na
Zemi. Jelikoz Adam zlstdva po celou dobu pokusu na Zemi, zdstava jeho X-ova
soufadnice neménnd a je rovna nule. Eva, letici v raketé, se bude pohybovat po ptimce,
kterd bude prochazet pocatkem soustavy soufadnic. Na obrazku 1 mizeme vidét, ze
v okamzik, kdy Adamovy hodiny ukazovaly t = 0 s mijela Eva v raket¢ Zemi a poté
pokracovala v letu rychlosti o velikosti v k bodu A. Podle hodin, kterymi ¢as méfil Adam
na Zemi, doletéla Eva k bodu A za ¢as t (|Start, C|). V bod¢é A se Eva minula s Cyrilem,
ktery se vydal na cestu do vesmiru pied zacatkem meéfeni Casu. Cyril se pohyboval
rychlosti o stejné velikosti jako Eva, ale opacnym smérem. Pii mijeni raket Cyrila a Evy,
doslo k ,,pfebrani“ ¢asu Evy. Poté Cyril s timto ¢asovym udajem pokracoval na cesté
smérem k Zemi. ProtoZze se Cyril pohyboval rychlosti o stejné velikosti jako rychlost,
kterou se pohybovala Eva, trval jeho let na Zemi opét Cas t (podle Casu méfeném
ve vztazné soustavé Adama). V okamziku, kdy Cyrilova raketa mijela Zemi, ptedal Cyril

casovy udaj Adamovi a pokracoval dale v cesté.
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Obrdazek 1: Prostorocasovy diagram zndzornujici historii Adama, Evy a Cyrila ve vztazné soustavé
spojené s Adamem

Pfi feSeni problému paradoxu dvojcat pomoci troj¢at nesmi byt zanedbana relativnost.
soucasnosti. S udalosti A ,,pfedani* ¢asu mezi Evou a Cyrilem Vv inercialni vztazné
soustave spojené s Evou je sou¢asna Adamova udalost B a v inercidlni vztazné soustave
spojené s Cyrilem je s touto udalosti soucasna Adamova udalost D. Mezi udalostmi B a D
je z pohledu Adama Casovy interval a ten je pfi¢inou, pro¢ jeho hodiny nakonec ukazuji

vétsi Casovy udaj nez Udaj, ktery mu predal Cyril pfi priletu kolem Zemeé.

Nyni se podivejme, jak by cela situace vypadala z pohledu Evy. Z jejiho pohledu je
raketa, v niz se nachazela, v klidu a Adam s Cyrilem se viéi ni pohybovali. Protoze Eva
byla po celou dobu v klidu, jeji x-ova soufadnice zlstava rovna nule, jak mizeme vidét
na obrazku 2. Tento obrazek ndm navic také ukazuje, Ze Adam, ktery se vzhledem k Evé
pohyboval rychlosti 0 velikosti v, zah4jil sviij rovnomérny pohyb rychlosti v jesté pred
zacatkem méfeni ¢asu a v okamzik, kdy Eviny hodiny ukazovaly t” = 0 s mijel raketu,
V niz byla Eva. Béhem tohoto okamziku doslo k synchronizaci jejich hodin a poté Adam
pokracoval ve svém pohybu vic¢i Evé. Protoze Cyril se vydal na cestu do vesmiru
mnohem diive nez Adam, nachézel se pied zacatkem méfeni Casu ve vétsi vzdalenosti,
proto se s Evou setkal pozdéji v case t”. Tato udalost je v grafu zndzornéna jako bod A.

V tento moment také Cyril ,,pfebral® ¢as Evy a poté pokracoval v rovhomérném pohybu

11



rychlosti vy, kterou vypocitame ze vzorce pro sklddani relativistickych rychlosti

opa¢ného sméru (viz Richterek, 2012)

v+v 2V
T W T T T 2
I+z 1+(3)

Protoze Cyril v raket¢ se viici Evé pohyboval rychleji nez Adam na Zemi, po ur¢itém Case

doslo k jejich setkani, kdy Cyril ,,pedal* ¢asovy tdaj na jeho hodinach Adamovi.

Obrazek 2: Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama, Evy a Cyrila ve vztazné soustave
spojené s Evou

Opét mizeme z grafického znazornéni dobfe vidét, Zze casy méfené v rliznych
soustavach se budou lisit. Znovu se tedy ukazuje, ze nesmi byt zanedbana relativnost
soucasnosti. Dvojice soucasnych udalosti v riiznych vztaznych soustavach jsou oznaceny
stejné jako na obrazku 1. Mezi udalostmi B a D je z pohledu Adama casovy usek, ktery
je pfi¢inou rozdilu v namétenych ¢asech Adamem na Zemi a Evou v raketé, ktera byla

v klidu.

Nakonec se podivejme na stejnou situaci i z pohledu Cyrila. Z Cyrilova pohledu bude
raketa, v niz se nachazi, v klidu, proto v prostorocasovém diagramu bude je X-ova
soutradnice po celou dobu rovna nule. Graficky je pohled Cyrila zndzornén na obrazku 3.
V okamzik, kdy Cyrilovy hodiny ukazovaly t” = 0s proletéla Eva kolem Adama

na Zemi a doslo k synchronizaci jejich Cast. V néjakém Case Eva pfiletéla k raketé

12



S Cyrilem (udélost A) a ten ,,piebral jeji Cas. Poté pokracovala ve svém pohybu stejnou
rychlosti vy, kterou vypocitdme podle vztahu pro skladani relativistickych rychlosti
VvV opacném sméru (2). Po uréitém case proleti Adam kolem Cyrila a v okamziku, kdy

kolem né&j proleti, mu pieda ¢asovy udaj na svych hodinach.

Zaveér, k némuz z tohoto pohledu dospéjeme, je stejny jako v ¢asti, kde se vénujeme
situaci z pohledu Evy.

ot

Navrat

Obrazek 3: Prostorocasovy diagram zndzornujici historii Adama, Evy a Cyrila ve vztazné soustavé
spojené s Cyrilem

3.2 Dvojcata a rodice

Podle (Price, Gruber, 1996) 1ze na paradox dvojcat ve specialni teorii relativity nahlizet
také z pohledu rodicu, ktefi zistanou na Zemi a vyslou své déti (dvojcata Adam a Eva)
na cestu do vesmiru. Ve stejnou dobu vystartuji Adam i Eva se svymi raketami, které jsou
od sebe vzdaleny o délku L podél osy X, ze Zemé¢ se stejnym zrychlenim o0 velikosti a
Vv kladném sméru osy X. Timto pohybem se pohybuji po velmi kratky ¢asovy usek, dokud
jim nedojde palivo, a poté se oba pohybuji rovhomérnym pohybem s rychlosti 0 velikosti
v vzhledem k Zemi. Nazvéme vztaznou soustavu rodicii soustavou S. Protoze se Adam
I Eva pohybuji stejné velkou rychlosti ve stejném smeéru, nachazeji se oba v jedné vztazné
soustavé, a to soustavé S', ktera se vuci soustavé S pohybuje rychlosti o velikosti v.

Béhem cesty do vesmiru oslavi Adam i Eva své narozeniny. Z pohledu rodi¢ti na Zemi

13



oslavi dvojcata narozeniny ve stejnou chvili, jsou to tedy udalosti souc¢asné. Podivame-li
se vSak na oslavy narozenin dvojcat z pohledu vztazné soustavy S', zjistime, ze se
neuskute¢ni ve stejnou dobu, ale s ¢asovym rozdilem At’, ktery vypocitime pomoci
Lorentzovy transformace jako

y-v-L_ v-L

At" = \
c? v2 (3)

Které z dvojcat bude oslavovat své narozeniny diive a které pozdé¢ji? Ve vztazné soustave
S' oslavi své narozeniny diive dvojce, které startovalo v raketé, jejiz X-ova soufadnice
byla pii startu vét$i. V nasem piipadé muzeme uvazovat, Ze v raketé s vEtsi X-ovou
soutadnici je Eva. Graficky je toto znazornéno na obrazku 4. Na tomto obrazku muiZzeme
vidét, ze ve vztazné soustavé S jsou soucasné udalosti 1 a 3, to znamena, Ze z pohledu
rodici oslavi dvoj¢ata narozeniny ve stejny okamzik. Ve vztazné soustavé S' je s udalosti
1 soucasnd udalost 2. Z toho je ziejmé, Ze z pohledu dvojcat oslavi Eva narozeniny diive.
Je potieba si také ptesné definovat, co to vlastné znamena veék. Dvojcata mlizeme
povazovat za hodiny, protoze biologické starnuti je v principu stejné s odecitanim casu
z hodin. Pokud uvazujeme, ze v okamzik narozeni dvoj¢at spustime hodiny, budou
hodiny v kazdou chvili ukazovat aktualni stafi. Odeétenim Casu ze svych hodin v den
narozenin, tj. béhem udalosti 1, zjisti Adam, kolik je mu let. To samé provede v den svych

narozenin z pohledu rodi¢ia i Eva. KdyZz porovname jednotlivé tdaje z hodin v den

_ ‘y-v-L
c?’

narozenin uvidime, Ze Eva bude starSi nez Adam 0 At” =

ct

Obrazek 4: Svétocary Adama a Evy ve vztazné soustave S
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Mohlo by se zdat, Ze tento vysledek nebude platny, protoze neexistuje zadny zpisob, jak
pfimo tyto informace porovnat, protoze se Adam a Eva nenachazi na stejném misté. Tyto
pochyby lze ale vyvratit. V den narozenin se mohou Adam i Eva rozhodnout, Ze navstivi
svého sourozence v jeho raketé. Oba se tedy vydaji na cestu pomalou chiizi smérem
k raketé toho druhého a setkaji se n€kde uprostied. V tento okamzik jiz mohou bez
problémil porovnat idaje na svych hodinkach a ukéze se, Ze i vV tomto piipad¢ bude Eva
starSi nez Adam. Béhem této Casti letu se rozdil ve stafi dvojcat nijak nezméni. Diivod,

pro¢ k zadnym zménam nedojde je vysvétlen v nasledujicim odstavei.

Uvazujme piipad, kdy rozdil mezi ¢asem t naméfenym rodi¢i ve vztazné soustave
na Zemi a Casem ¢ namefenym dvojcaty na cesté do vesmiru, bude libovolné maly. Tento

pfipad mizeme vidét zndzornény graficky na obrazku 5.

ct

Obrazek 5: Grafické znazorneéni priblizovani Adama a Evy a jejich setkani v bode C

V Case t = 0 s vystartuji Adam i Eva ze dvou riznych mist na Zemi, ktera jsou od
sebe vzdalena 0 L podél osy X. Adam vyrazi smérem k Evé (tj. v kladném smyslu osy X)
a Eva proti nému v opatném smeéru. Oba se budou po vétSinu casu pohybovat
rovnomérnym pohybem s rychlosti 0 velikosti u. Takto poleti, dokud se nesetkaji v bodé
C, kde si porovnaji své Casové udaje, které¢ nameétili svymi hodinami. Z pohledu rodict

bude cesta Adama a Evy trvat Cas t, ktery jednoduse vypocitame ze vztahu

t=—. 4)
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Adam 1 Eva svymi hodinami naméfi ¢as

(%)

a tedy rozdil téchto Casti bude

(6)

Protoze uvazujeme piipad malého rozdilu t — t’, bude i pro velikost rychlosti v, kterou

se dvojcata vici Zemi pohybuji platit u < c¢. V tomto piipadé miuzeme vztah (6)

2
aproximovat podle V1 —x?2 = 1 — % (aproximace pro malé x) jako

Lu
t—t'= (7
Pro malé rychlosti tedy bude rozdil t — t” velmi maly, proto mizeme fict, ze ve vztazné
soustavé spojené se Zemi plyne Cas stejn¢ rychle jako ve vztazné soustavé spojené
S pfiblizujicimi se dvojcaty Vraketdch. Takto lze vysvétlit, pro¢ nedojde ke zméné
Vv rozdilu stafi Adama a Evy béhem jejich cesty na misto spole¢ného setkani. Dale také
vidime, jak se mohla dvojcata na Zemi od sebe oddélit, aniZ by doslo ke zméné rozdilu

stati (Price a Gruber, 1996).

3.3 Paradox dvojcat v rotacnim pohybu

Ve specialni teorii relativity muzeme paradox dvojc¢at formulovat i pro piipad
rotacniho pohybu. Piedstavme si, Ze kazdé z dvojat Adam a Evy bude vykonavat rotacni
pohyb rychlosti blizici se rychlosti svétla. Eva bude rotovat ve sméru hodinovych ru¢icek
a Adam bude obihat kruznici v opaéném sméru. Protoze se obé dvojcata pohybuji vuci
sob¢ velkou rychlosti, bude z pohledu Evy ¢as Adama podléhat dilataci ¢asu, tedy jeho
hodiny se budou za hodinami Evy opozd’ovat. To samé o hodinach Evy vSak mize fict
I Adam z pohledu své vztazné soustavy. Ze symetrie pohybu vsak vyplyva, ze Cas, ktery

mezi jednotlivymi setkdnimi ubéhl, bude z pohledu Adama i Evy stejny.

Piedstavme si, ze Adam leti v raketé, ktera obiha uhlovou rychlosti 0 velikosti w po
kruznici o poloméru R. V zanedbatelné malé vzdalenosti od Adamovy kruZnice se
nachazi druha, identicka kruznice, po které ve své raket¢ obiha Eva stejné velkou uhlovou

rychlosti. Na této kruznici se navic v kazdém bodé€ nachazi jeji kamaradi vykonavajici
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stejny pohyb jako ona. Z pohledu pozorovatele stojiciho ve stiedu obou obéznych drah,
se Adam, Eva i jeji kamaradi po obvodu kruznice pohybuji rychlosti v = wR. Adam
obihd z pohledu pozorovatele po kruznici proti sméru hodinovych rucicek a Eva
s kamarady se pohybuji po kruznici ve sméru hodinovych rucic¢ek (viz obrazek 6).
V tomto piipad¢ sice nejde o pohyb rovnomérny piimocary, ale pro vlastni cas

pozorovatele pohybujiciho se rychlosti o velikosti v plati v infinitezimalnim tvaru

dr=de |12
c

Adam
Obrazek 6: Pohyb Adama a Evy z pohledu pozorovatele P

Uvazujme, ze v moment, kdy se Adam a Eva poprvé potkaji, budou hodiny obou
ukazovat ¢as t = 0 s. ProtoZe jsou kruznice, po kterych Adam Eva obihaji zanedbatelné
vzdalené, mohou jednoduSe tidaje na hodinach porovnat. PopiSme nyni celou situaci
z pohledu Evy. Zjeji pohledu se Adam podle vzorce pro skladani relativistickych

rychlosti (2) pohybuje rychlosti

Vrel = v2’ (8)
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Graficky je pohyb Adama z pohledu Evy zobrazen na obrazku 6. V disledku dilatace

¢asu bude chod hodin v raketé pomalejsi nez chod Evinych hodin. Adamiv Lorentziv

faktor vii¢i vztazné soustaveé Evy je

1 1 1 1+—
Yrel = = = =

vr 2v_\? 2 _v?
- - () (552) tmo

9)

ProtoZe hodiny v okamzik prvniho setkani Adama a Evy ukazovaly t = 0 s, budou se

jeho hodiny pii setkani s Evinym kamaradem proti hodinam kamarada opozd’ovat. Pti

kazdém dalSim setkani Adama s Evinymi kamarddy se navic budou jeho hodiny

opozd’ovat vice nez pii setkani s pfedchozim kamaradem. Poté, co Adam i Eva obleti

polovinu kruznice, dojde opét k jejich setkani. V tento okamzik mohou porovnat tidaje na

svych hodinach. Pokud bychom takto chybné aplikovali dilataci ¢asu, pak by po

porovnani méla Eva zjistit, Ze podle Adamovych hodin ub¢hl od jejich prvniho setkani

kratsi ¢as nez podle hodin Evy.

Obrdzek 7. Pohyb Adama po kruznici z pohledu Evy

Analogicky bychom mohli popsat situaci i z pohledu Adama. V tomto ptipad¢ bychom

dospéli k opaénému vysledku, tedy Ze podle hodin Adama bude ¢as mezi setkanimi delsi

nez podle hodin Evy.
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Vidime, Ze pti popisu jedné situace ze dvou ruznych vztaznych soustav jsme dostali
dva odlisné vysledky, coz nemlize nastat. Kde jsme v naSich tivahéch udélali chybu?

Zaméime se nyni na vztah mezi dilataci ¢asu a synchronizaci hodin.

Predpokladejme, ze Evinym nejblizsim sousedem ve sméru pohybu Adama je Cyril.
V Case t = 0 s se Adam setka s Evou a poté, v Case t;, proleti kolem Cyrila. Dilatace ¢asu
vychazi z porovnani ¢asu Adama S ¢asem Evy a poté s ¢asem Cyrila. Hodiny Adama
a Evy byly nastaveny tak, aby v okamzik jejich prvniho setkani ukazovaly ¢as t = 0 s.
To, jaky rozdil bude mezi udaji na hodinach Adama a Cyrila v dobé jejich setkani zavisi
na nastaveni Cyrilovych hodin, coz zase plyne z ptivodniho nastaveni jeho hodin vici
hodindam Evy. Dilataci ¢asu mlzeme pozorovat jen v ptipad€, ze vSechny hodiny

ve vztazné soustavé budou vhodné synchronizovany.

Jednim z mozZnych zplsobt, jak muizeme hodiny synchronizovat je vyuziti
tzv. Einsteinovy synchronizace. Necht' Eva v ¢ase t; vysle smérem k Cyrilovi svételny
signal, ktery Cyril zachyti v Case t, a ihned ho vysle zpét k Evé. Eva paprsek zachyti
Vv ase t3. Hodiny budou synchronizovany, pokud bude platit t, — t; = t3 — t,. Stejnym

zpisobem probéhne synchronizace u vSech Evinych kamarada ve sméru pohybu Adama.

Predpokladejme, ze Eva vysle svételny paprsek k Cyrilovi v ¢ase t; = 0 saten ho
zachyti v Case
Y
T LY (10)
1+ c
kde A¢ je uhlova vzdalenost Cyrila od Evy. Ve stejny okamzik vysle Cyril svételny

paprsek zpét k Evé, kterd ho zachyti v Case

2R _A¢
37 2 (11)
1 - C_z

Protoze se Eva vzhledem k pozorovateli ve stiedu kruznice pohybuje rychlosti blizici se

rychlosti svétla, podléha jeji Cas dilataci casu a plati

t3 ’ v? 2R
T3 v 3 o2 c oy
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Aby se hodiny Cyrila a Evy synchronizovaly podle Einsteinovy synchronizace, musi

Cyril své hodiny nastavit tak, aby v okamzik, kdy zachyti paprsek od Evy, ukazovaly ¢as

73+171 73 R
L) > > CA¢>)/ (13)

Podivejme se nyni, v em spociva feSeni paradoxu dvojcat v rotacnim pohybu.

Ptedpokladali jsme, Ze synchronizace hodin za¢ne od Evy a bude postupovat proti sméru
hodinovych hodin az dokud neprobéhne u posledniho kamarada, pojmenujme si ho tieba
David. Na zacatku jsme predpokladali, ze se kamaradi Evy nachazeji v kazdém bodé
kruznice, proto vzdalenost Evy a Davida bude zanedbatelné mala a mizeme fict, ze David
a Eva se budou nachdazet ve stejném bod¢, proto A¢p = 2m. Jejich hodiny vSak v disledku

pouzité metody synchronizace ¢asu okolo kruznice nebudou ukazovat stejny Cas.

Davidovy hodiny budou hodiny Evy ptedbihat o stejnou hodnotu, jakou budou
ukazovat Adamovi hodiny v okamzik, kdy se setka s Davidem (Cranor a kol. 2000).

Z hlediska pozorovatele ve stfedu kruznice, se pfi stejné rychlosti ¢as Adama i Evy
oproti jeho opozdi stejné a pii setkani budou ukazovat stejny ¢as. Synchronizaci hodin
pozorovateli podél kruznice provedeme pomoci svételnych signala, které vysle

pozorovatel ze stiedu ke vSem pozorovatelim po obvodu kruznice.

3.4 Reseni paradoxu dvojéat vyuzitim radarového ¢asu

K teseni paradoxu dvojcat je pfistupovano mnoha riznymi zptisoby. Ve vét$ing z nich
je Casto uzivano spojeni ,,kdyz se stala udalost*. Pro dvojce, které¢ zistava v klidu na Zemi
(tfeba Adam) je toto spojeni zcela zfejmé a neexistuji pochyby o tom, co to znamena. Jina
situace vSak nastava pii porovnani ¢asii dvou vzajemné se pohybujicich pozorovatelil.
Kazdy pozorovatel ma jasnou predstavu o tom, kdy se pro néj, co v jeho okoli stalo. Co
vSak byva €asto opomijeno nebo ne vzdy spravné interpretovano, je soucasnost udalosti
Z hlediska pohybujiciho se pozorovatele (v nasem piipadé Evy). Pro spravné feSeni mize
na celou situaci aplikovat tzv. radarovy cas. To je ¢as vypocteny z Sifeni radarového
signalu tam a zpét. Jde o aritmeticky pramér z ¢asu 7+, kdy pozorovatel vysle nejpozdéji
signal, ktery jesté doleti do daného mista a ¢asu -, kdy pozorovatel pfijme prvni mozny

signal z tohoto mista.

20



3.4.1 Otacenis nekonecnym zrychlenim

Vénujme se nejprve moznosti, kdy se Eva pii otaCeni bude pohybovat s nekonecnym
zrychlenim. Graficky byva soucasnost udalosti této varianty pohybu Casto znazornéna

stejné jako je ukazano na obrazku 8.

Adam

Obrazek 8: Casté grafické zndzornéni soucasnych uddlosti vzhledem ke vztazné soustavé spojené
s Evou

Podle tohoto diagramu je z pohledu Evy s udalosti A pfi cesté od Zemé soucasna
udalost B a pfi cesté zpét udalost C. Mezi témito udalostmi je vsak z pohledu Adama
,mezera“, které neodpovidaji zadné Eviny udalosti. Toto je zapfi¢inéno tim, Ze se Eva pfi
otaceni pohybovala s nekoneénym zrychlenim a béhem okamziku ,,pfeskocila® z jedné

vztazné soustavy do jiné.

Vyuzitim radarového casu je (podle Dolby a Gull, 2001) trajektorie pohybu Evy

popsana vztahy, které vychazi z Lorentzovy transformace pro

t'=r1
x'=0 (14)
cosha =y

kde «a je tzv. rapidita a plati
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[ -y =sinha
v (15)
B = z = tanhq,

Trajektorii pohybu tedy mlizeme popsat vztahy

(ct cosh(a),ctsinh(a)) proz >0

(¢t cosh(a), —ctsinh(a)) pro t<0’ (16)

(cte(, %) = |

vvvvv

pro které plati
u=x+ct prosigndl Sifici se proti sméru x an
v =x—ct pro signal sifici se ve sméru x,
psat
(e%ct,—e %t) T1>0
ug(r),vg(r)) =14, _ , 18
( 5(0), ve(1)) {(e er,—e%ct)  1<0 (18)

Podle znamének soutadnic U a v rozdélime graf souc¢asnych udalosti do ¢tyt oblasti I, II,
FaP.Prooblast | platiu > 0,v > 0,7% > 0at~ < 0. Cas t* vyjadiime ze soufadnice
u ve vztahu (18) a ¢as T~ pomoci soufadnice v. Ur€enim aritmetického priméru téchto

dvou ¢ast a naslednymi upravami dostaneme vztah pro radarovy ¢as 7(t, x) = te™%.

Oznacime-li si hladinu soucasnych udalosti z pohledu Evy s udalosti, ktera probé&hla
ve vlastnim ase 7(t, x) jako t. , dostaneme jeho vyjddienim pro kazdou z oblasti vztah,

pomoci niz mizeme soucasné udalosti definovat.

Toe®  oblastl
Toe~ ¢  oblastll

tr,(t, x) = { 7o sech(a) — ;tanh(a)) oblast F. (19)

X
7o sech(a) + Etanh(a)) oblast P
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Graficky jsou soucasné¢ udalosti vzhledem ke vztazné soustavé Evy znazornény

na obrazku 9 (Dolby a Gull, 2001).

N Eva
Oblast F

Adam

Oblast |

Oblast P

Obrazek 9: Grafické znazornéni soucasnych udalosti pro riizné hodnoty t vzhledem ke vztazné
soustave Evy vyuzitim radarového casu

3.4.2 Otaceni s konecnym zrychlenim

Znazornéme si nyni tuto situaci jesté jednou, ale pro ptipad, kdy se Eva pfi otaCeni
bude pohybovat s koneénym zrychlenim (viz obrazek 10). Je ziejmé, Ze poté, co se Eva
zacne pohybovat se zrychlenim (udalost E), bude se ménit sklon piimek, vyznacujicich

soucasné udalosti z jejiho pohledu.

Obrazek 10: Grafické znazornéni soucasnych udalosti vzhledem ke vztazné soustavé spojené s Evou
S ¢asti pohybu s konecnym zrychlenim
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Zohlednénim casti letu, kdy se Eva pohybovala se zrychlenim jsme ,,vymazali
ktery nastal pii odletu Evy ze Zemé&. Béhem faze letu, kdy Eva zrychlovala se udélosti,
které byly soucasné vzhledem Kk jeji vztazné soustaveé, piekryvaly. Vidime tedy, ze
soucasnost udalosti vzhledem k pohybujicimu se dvojceti je silné zavisld na jeho

okamzité rychlosti.

Trajektorii pohybu Evy mizeme (podle Dolby a Gull, 2001) popsat vztahy

cosh (E) (t—71.)+ £ sinh (&) T2>T,
c ¢ a c
tg(7) = Esmh (?) |T] < 7¢ (20)

cosh (%) (t+71.)— gsinh (T) T< T

( ¢ sinh (%) (t—1)+ %cosh (%) T2 1, (21)

c? at
xg(7) = 4 Ecosh (T) || < 7. )

(—csinh (%) (T+71)+ gcosh (%) T< -7,

kde 7. je bod ptechodu mezi zrychlenym a rovhomérnym piimocarym pohybem.

Soufadnice pro Sifeni elektromagnetického zateni pohybu Evy jsou v zavislosti

na ¢asu t dan vztahy

1 _ 1
[eaTC(T—TC+E),—€ aTC(T—TC+E)] T =T,

(up (1), ve(1)) = (Gew2e@) <t S ¢)

a
—at. 1\ _ Jazc _1 —_
[e (T+‘L’C+a), e (T+TC a)] T<—T,
V ¢asti 3.4.1, jsme podle znamének soufadnic ug a vg rozdé€lili graf soucasnych udalosti
do ¢ty oblasti. Graf na obrazku 11 jsme rozdélili do deviti oblasti podle znamének

soufadnic $ifeni elektromagnetického zafeni a grafd funkci u = e*%% a v = e*%%c,
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Ve zbyvajicich ¢tyfech oblastech jsou souc¢asné udalosti dany implicitné.

x t; (x) t; (x) x\ awc 2ar, art
1n<a ﬁ-l_%)_*'a(%c —C—2>ec = CO—TC—l oblast FII
x t; (x t. (x X atc  2art at
ln<a §+ T°§)>+a<r(’§)—c—2>e_7= C0+TC—1 oblast PI
(23)
x t. (x t. (x X\ atc 2at at
ln(ac—z—#>—a<%§)+c—2>eT=—TO—TC—1 oblast FI
x t. (x t. (x X ate 2at at
ln< — = o )>—a<ro()+—2>e_7=— 9+ —<_1 oblastPII
c c c c c c

VSechny soucasné udalosti z pohledu pohybujiciho se dvojcete (Evy) jsou graficky
znazornény na obrazku 11. (Dolby a Gull, 2001)

Obrazek 11: Grafické znazornéni soucasnych udadlosti pro riizné hodnoty t, vzhledem ke vztazné soustavé
Evy vyuzitim radarového casu (zdroj: Dolby a Gull, 2001)

3.5 Matematicky pfistup k feSeni paradoxu dvojcat

Ozna¢me soustavu spojenou s Adamem jako S a soustavu spojenou s Evou jako S'.
Necht' raketa odstartuje ze Zemé a kond rovnomérné zrychleny pohyb se zrychlenim
o velikosti a = g, dokud nedosahne rychlosti o velikosti v vzhledem k Zemi. Raketa se
rovnomérné zrychlenym pohybem pohybuje po dobu ¢; a urazi drahu s. Poté se raketa
pohybuje rovnomérnym pohybem rychlosti 0 velikosti v po dobu t, a za tuto dobu uleti
vzdalenost [. Po urazeni vzdalenosti [ za¢ne raketa zpomalovat se zrychlenim 0 velikosti

a, dokud se nezastavi. Tento zpomaleny pohyb trva dobu t; a raketa za tuto dobu uleti
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drahu s. Poté, co raketa zastavi, zacne se vracet zpét na Zemi se zrychlenim o velikosti
a. S timto zrychlenim se pohybuje po dobu t;, dokud nedosahne rychlosti 0 velikosti v.
Touto rychlosti se pohybuje po dobu t, aurazi vzdalenost [ a poté za¢ne zpomalovat
a pohybuje se zrychlenim 0 velikosti a, dokud se nezastavi na Zemi. Cely pohyb
z pohledu Adama je schematicky znazornén na obrazku 12.

S N l | S N
- ~|
N T 1

N

Obrdzek 12: Schéma letu Evy z pohledu Adama, ktery ziistal na Zemi

Z pohledu Adama je zrychleni, se kterym se pohybuje raketa rovno (viz Perrin, 1979)

dv v2\*
=— = 1-—— (24)
a9 < c2>
odkud vyjadienim dt dostaneme
dv
v2\?
9(1-%)

Integraci vztahu (25) dospéjeme ke vztahu pro vypocet doby t; rovnomérné zrychleného

pohybu.

- 1 j" dv B v
1 A 203 (1 ~ U_Z) (26)
(1 _ U_Z) 9 4/ c2
c
Béhem tohoto useku Eva Vv raketé z pohledu Adama uleti drahu d, kterou vypocitame

dosazenim vztahu (25) do s = [ v(t) dt a dostavame

v c?
s=f0vdt=;- ——1| (27)
Dobu rovnomérného pohybu vypocitame jako

(28)

S|~

t2=

a doba pohybu béhem tieti faze je rovna Casu t; a dréha, kterou za tuto dobu urazi, je

stejnd jako v prvni fazi. Cely let Evy tam a zpét se sklada ze dvou rovnomérné
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zrychlenych, rovnomérnych a rovnomérné zpomalenych pohybu, proto celkovy cas

pohybu rakety od vzlétnuti ze Zemé po pfistani opét na Zemi je roven

T=4t1+2t2=—4v +2—l.
V2 v (29)
o J(1-%)

Z pohledu vztazné soustavy spojené s Evou, se cely pohyb opét sklada z letu tam a zpét

a ob¢ tyto cesty jsou rozdéleny do tii fazi: rovhomérné zrychleny pohyb se zrychlenim
0 velikosti a ve sméru osy X (pfi zpateéni cesté vV opacném smeéru), rovnomérny pohyb
s X-ovou slozkou rychlosti v (resp. —v) a rovhomérné zpomaleny pohyb S X-ovou slozkou
zrychleni —a (resp. a). Graficky je Evina cesta zjejiho pohledu znazornéna

na obrazku 13.

I S N |
| ‘e —

I T ™~

Obrazek 13: Schéma letu Evy z pohledu Evy, kterd letéla v raketé

Z pohledu Evy je pfi vypoctu doby pohybu nutné uvazovat dilataci ¢asu. Dobu letu

béhem prvni faze vyjadiime vyuzitim vzorce pro dilataci ¢asu a vztahu (25) jako

\/7 \/ 1‘_ dv
(- BPICE

)

c

z ¢ehoz integraci ziskame

t’lzlfvd—vzzi]nl-l__g_ (31)
9o (1_1;_2> 29 1-2
Pti vypoctu doby druhé faze je opét vyuzito vzorce pro dilataci ¢asu a vztahu (28), a proto
dobu druhé faze letu vypocitame jako

v: " v2 (32)

th=t[1l-w==-[1-=.
2 2 c2 v c?

Doba tieti faze letu je stejna jako pti prvni fazi, proto pro jeji vypocet vyuzijeme opét
vztah (31).
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Seétenim vSech dob trvani jednotlivych tsekt béhem celého letu dostaneme vztah pro

celkovy ¢as pohybu z pohledu Evy a vypocitame ho jako

2 1+2 21 2

c z v

T =4t +2t', = —1 L— [1-=. 33

L+ 2t AR = (33)
c

Pti letu rakety rychlosti v blizici se rychlosti svétla dochazi také ke kontrakci délek.
Drahu, kterou Eva v raketé ze svého pohledu béhem prvni faze letu urazi, vypocitame

pomoci vztahu (27) a vzorce pro vypocet kontrakce délek

(34)

Draha, kterou Eva z pohledu své vztazné soustavy urazila béhem druhé faze letu je

vyjadiena vztahem

(35)

Béhem tieti faze uleti opét drahu s’, vypocitanou podle vztahu (34).

Pro vétsi nazornost se€ nyni podivejme na ptiklad. V némz celou situaci popiSeme
pomoci vypocitanych hodnot pro konkrétni rychlost v a drahu rovnomérného pohybu [
(Perrin, 1979).

3.5.1 Priklad

M¢jme dvojcata Adama a Evu. Adam zlstane a Eva se vyda na cestu ke hvézdé
Proxima Centauri, jejiz vzdalenost od Zemé je d = 4,22 ly a poté se vrati zpét na Zemi.
Na zacatku svého letu se bude pohybovat rovnomérné zrychlenym pohybem
s konstantnim zrychlenim g = 9,81 m-s~2 = 1,03 ly - y~2 vzhledem k Zemi, dokud
nedosdhne rychlosti v = 0,800 ¢, kde ¢ =1,00ly-y~2 vzhledem k Zemi. Touto
rychlosti se bude pohybovat rovnomémé piimocare, dokud neurazi drahu [ = 2,93 ly.
Poté zacne rovnomérné zpomalovat az zastavi u hvézdé Proxima Centauri, kde se otoci
avyda se na cestu zpét na Zemi. Béhem zpomalovani urazi stejnou drahu jako

pii zrychlovani.
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Vztazna soustava S:

Nejprve si popiseme celou situaci tak, jak ji vidél Adam ze Zemé¢. Dobu, za kterou
dosahla raketa s Evou pozadované rychlostni vypocitame podle vztahu (26). Z pohledu
Adama tedy dosahla Eva rychlosti v = 0,8c vzhledem k Zemi za t; = 1,29 let. Béhem
této Casti svého letu urazila Eva podle vztahu (27) drahu s = 0,646 ly. Poté pokracovala
ve své cesté konstantni rychlosti, dokud neurazila drahu [ = 2,93 ly. Tato cast letu ji
z pohledu Adama podle vztahu (28) trvala t, = 3,63 let. Ve tieti Casti letu Eva
zpomalovala po dobu t; = 1,29 let. Cesta zpét na Zemi byla stejna jako cesta ke hvézde,
proto Evin navrat stejné dlouho, jako let ke hvézd¢. Celkovy Cas cesty ke hvézde a zpét
byl tedy podle vztahu (29) T = 12,4 let. Béhem této doby Eva v raketé z pohledu Adama
uletéla vzdalenost d = 8,44 ly.

Vztaina soustava S':

Nyni se podivejme, jak cela situace vypadala z pohledu Evy v raketé. Prvni ¢ast letu
podle jejich hodin podle vztahu (31) trvala t'; = 1,07 let. Za tuto dobu uletéla raketa
podle vztahu (34) vzdalenost s’ = 0,388 ly. Draha rovnomérného ptimocarého pohybu
rakety vzhledem k Zemi byla podle (35) rovna I’ = 1, 74 ly. Eva tuto vzdalenost urazila
za dobu t', = 2,18 let, kterou jsme vypocitaly vyuzitim vztahu (32). Poté zacala Eva
brzdit po dobu t'; = 1,07 let, dokud tplné& nezastavila. Celkovy ¢as jejiho letu byl podle
vztahu (33) roven T’ = 8,64 let a za tuto dobu uletéla vzdalenost d’ = 5,04 ly.

Porovnanim vysledkii z obou vztaznych soustav jsme zjistili, Ze poté, co se Eva vrati
na Zemi, budou jeji hodiny ukazovat mén¢ o AT = 3,78 let. Z jejtho pohledu bude
mensi i Udaj o vzdalenosti, kterou v raketé urazila. Hodnota Evy od hodnoty Adama

se bude liSit Ad = 3,40 ly.

3.5.2 Raketa pohybujici se prevazné rovnomérnym pfimocarym pohybem

Veénujme se nyni situaci, kdy Eva v raketé v ¢ase t = 0 s odstartuje ze Zemé a vyda se
na cestu do vesmiru. Budeme uvazovat, ze se bude Eva bude pohybovat rovnomérnym
pohybem s konstantni rychlosti v. Protoze vSak Eva musi odstartovat ze Zem¢,
nevyhneme se ¢asti letu, kdy se bude pohybovat rovnomérné zrychlenym pohybem.
Abychom mohli tuto ¢ast letu zanedbat, je nutné, aby Eva zrychlovala jen po dobu, ktera
bude mnohem mensi nez ¢as rovnomérné zrychleného pohybu. Toho mizeme dosahnout

pouze dvéma zpiisoby.
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Prvnim z téchto zpusobt je piipad, kdy bude raketa zrychlovat s realistickym
zrychlenim, dokud nedosahne pozadované rychlosti. Poté se bude pohybovat
rovnomérnym piimocarym po dostatecné dlouhou dobu, aby bylo mozné zanedbat prvni
¢ast letu. Tento zpiisob vyfeseni situace neni piili§ vhodny. Pfedstavme si naptiklad, ze
bychom chtéli, aby se Eva pohybovala se zrychlenim a = 20,0 m-s™2 = 2,10 ly - y ™2
a dosahla rychlosti v = 0,800 c. Navic musime také uvazovat, ze Eva musi zastavit,
otoCit se a vratit se zpét k Zemi, kde opét musi zastavit. V tomto piipadé by se Eva
z pohledu Adama podle (26) pohybovala se zrychlenim piiblizné po dobu 2,5 roku.
Z pohledu Evy pohyb se zrychlenim trval podle (31) pfiblizné 2 roky. Takovy Casovy

interval nelze pfi nasich tvahach zanedbat.

Vénujme se nyni druhému zptsobu, jak bychom mohli takové situace dosahnout.
Uvazujme, zZe se raketa pohybovat se zrychlenim pouze velmi kratkou dobu. Abychom
vSak tohoto dosédhli, muselo by zrychleni rakety byt velmi velké. Predstavme si, ze
bychom chtéli, aby Eva dosahla rychlosti v = 0,800 ¢ za jeden tyden pohledu Adama.
V tomto piipadé, by podle (26) muselo byt zrychleni 661 m-s~2 = 69,6 ly - y~2. Nejen,
ze neni mozné zkonstruovat raketu, kterd by byla schopna se s takovym zrychlenim

pohybovat, ale takové zrychleni by zadny ¢lovek neptezil.

3.5.3  Zrychlujici raketa s realistickym zrychlenim

Uvazujme raketu, kterd se po celou dobu letu bude pohybovat s konstantnim
zrychlenim a = g. Pred zacatkem letu sefidime hodiny Adama, ktery zlistdva na Zemi
a Evy, ktera poleti v raketé, tak aby ukazovaly stejny Cas. V Case t = 0 s raketa vystartuje
ze Zemé se zrychlenim d, dokud nedoleti do poloviny vzdalenosti, kterou m4 urazit. Poté
zacne raketa brzdit a pohybuje s opa¢nym zrychlenim o velikosti a. V nejvzdalenéjsim
bodu své drahy se zastavi a zaCne se vracet zpét k Zemi se stejnym zrychlenim.
V polovingé drahy opét za¢ne brzdit a pohybuje se zrychlenim a dokud nezpomali az
nanulovou rychlost. V okamzik, kdy raketa s Evou zastavi na Zemi, dojde k porovnani

udaja, které ukazuji hodiny Adama a Evy.

Cely let rakety mizeme tedy rozdélit na Ctyti useky, béhem kterych raketa uleti stejnou
vzdalenost s a kazdy tisek bude trvat ¢as t. Sta¢i nam tedy spocitat pottebné veliCiny
pouze pro jeden usek a dalsi useky nam daji stejny vysledek. Konkrétné budeme urcovat,
jak daleko raketa béhem jednoho useku uleti, jaké maximalni rychlosti dosdhne a o kolik

se hodiny Evy vi¢i Adamovym zpomali. VSechny tyto veliiny dokézeme spocitat
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feSenim relativistické pohybové rovnice, zobeciiujici druhy Newtontv zakon pro silu

s konstantni velikosti

Ap
N F =m, - g = konst,, (36)

kde p oproti klasické mechanice spocitame vyuzitim vztahu specialni relativity

mo'v

Jflé—f (37)

m, je klidova hmotnost a t uréuje ¢as méfeny ve vztazné soustavé spojené s Adamem.

p=m-v=

Hybnost rakety vypocitame pomoci integrace diferencialni rovnice

dp_
dt

jejiz prava strana konstantni a odpovida konstantni puisobici sile. Obecnym feSenim

moy* g (38)

pohybové rovnice rakety s konstantnim zrychleni a = g je rovnice

p=mg g t+po. (39)
V ¢ase t = 0 s je rychlost rakety nulova, proto i po¢atecni hybnost bude rovna nule.
Dosazenim rovnice (37) do rovnice (39) a naslednou tpravou dostavame prvni integral

pohybové rovnice, jez ma tvar
v

— = gt.
oz 7 (40)
J1=e

Z rovnice (40) postupnymi Gpravami vyjadiime rychlost rakety jako funkci Casu t

2 (41)
1+(Z)
Pro velmi malé ¢asy dostavame vzorec klasické mechaniky v(t) = gt a pro velké Casy

se rychlost rakety asymptoticky blizi rychlosti svétla.

ProtoZe rychlost je derivace polohy podle ¢asu, dostaneme integraci rovnice (41) vztah

pro drahu s jako funkci Casu t.

c? gt\?

X)) =" 1+(?) ~1]. (42)
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Historii Adama, ktery ztistal na Zemi a Evy, ktera cestovala v raketé, mizeme graficky
znazornit prostoro¢asovym diagramem (viz obrazek 14). Mizeme si v§imnout, ze historie
Evy je v tomto diagramu znazornéna ¢astmi rovnoosych hyperbol. Prvni ¢tvrtina grafu
odpovida vztahu (42) a v dalSich ¢astech grafu se jedna o Casti hyperbol, které jsou
posunute.

ct
Navrat

Start X

Obrazek 14: Prostorocasovy diagram zndzornujici historii Adama ziistdvajiciho na Zemi a Evy
letici v raketé

Pii teSeni paradoxu dvojcat je dalezité znat souvislost mezi ¢asem t méfenym ve
vztazné soustavé spojené s Adamem a ¢asem T, ktery ve své vztazné soustavé naméfila
Eva. Pro kratky ¢asovy interval, je vztah mezi t a T uren obvyklym vztahem pro dilataci

¢asu

At

V naSem ptipad€ nemizeme vSak rychlost béhem delSiho ¢asového tiseku povazovat za

AT =

konstantu, a proto musime do vztahu (43) dosadit vztah (41) pro vypocet rychlosti jako

funkci ¢asu. Po integraci ziskame vztah pro vypocet vlastniho ¢asu Evy
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c _ gt
T = —-arcsinh (—) (44)
g c

Ptrechodem na inverzni funkci dokézeme vyjadrit Cas t ve tvaru
L
t = 5 smh( - ) (45)
Vztahiim (44) a (45) odpovidaji i vztahy (20) a (21) pro hodnoty |t| < 7., které byly
uvedeny v ¢asti 3.4.2. Dosadime-li rovnici (45) do vztaht (42) a (41) dostaneme uzitim
znamé  identity cosh?z —sinh?z =1 vzorce pro vypodet drahy s

a rychlosti v v zavislosti na ¢asu 7.

2

s(t) = %[cosh (%) — 1] (46)

v(t) = c - tanh (%) (47)
Nyni jiz médme vSechny potfebné vztahy pro popis relativistického pohybu rakety
s konstantni zrychlenim. Vztahy (41) a (42) popisuji pohyb Vv zavislosti na ¢ase t, ktery
naméfil Adam Vv inercialni vztazné soustavé. Rovnice (46) a (47) vyjadiuji drahu, kterou
raketa uletéla a rychlost, kterou se pohybovala v zavislosti na ¢ase T naméfenym Evou
V inercidlni vztazné soustavé spojené s raketou. Vzajemny vztah mezi Casy t a 7 je
vyjadien vzorcem (45) a Gpravou dostaneme jeho ,,bezrozmérnou* podobu

%t — sinh (%) (48)

gt
c

, e 1 v o1ro s x
Pro velké hodnoty argumentu 2= v hyperbolickém sinu je sinh (£) ~ e , coz dava Cas
y arg - v hyp J p >

gt .
t naméfeny Adamem na Zemi umérny e c. Zpohledu Evy tedy ¢as na Zemi roste

V podstaté exponencialné a Adam starne velmi rychle (Podolsky a Trojanek, 2022).
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4 Paradox dvojcat na stredni Skole

V Zivoté se mizeme bézné setkat s pojmy jako vék a starnuti. Kazdy ma o vyznamu
téchto pojmu jisté néjakou predstavu. Pojd'me si nyni, ale navrhnout pfistup vyuzitelny
pti popisu paradoxu dvojcat ve specidlni teorii relativity na stiedni Skole. Predstavme si,
ze kazdy clovek mé v sob¢ hodiny, které nazveme biologické hodiny. Ty se chovaji stejné
jako jakékoliv jiné hodiny a hodnota, kterou ndm tyto hodiny ukazuji, je vék dané¢ho
Cloveka. Z kazdodenni zkuSenosti povazujeme za piirozené, ze chod hodin je rovhomérny
a nesouvisi s rychlosti, kterou se hodiny viic¢i pozorovateli pohybuji. Pro rychlosti blizici
se rychlosti svétla vSak toto tvrzeni neplati. Pfi téchto rychlostech dochazi ke zpomaleni
chodu pohybujicich se hodin vzhledem k hodinam na Zemi, tzv. dilataci ¢asu. Protoze
jsme si starnuti predstavili jako chod biologickych hodin, bude to znamenat, Ze se zpomali

1 starnuti pohybujiciho se ¢loveéka.

Vysvétleme si celou situaci na piikladu. Opét si pfedstavme, Ze mame dvojc¢ata Adama
a Evu. V den jejich narozeni se dvojcata rozdéli. Jedno z nich (tfeba Eva) nasedne
spole¢né s maminkou do rakety a vyda se rychlosti v = 0,8¢ na cestu ke hvézd¢, ktera je
od Zemé vzdalena s = 10 ly. Poté, co Eva hvézdu obleti, vrati se zpét na Zemi, kde se
opét setka se svym bratrem Adamem, ktery ztstal na Zemi i S tatinkem. (Uvazujeme, ze
doba, kdy se Eva pohybuje se zrychlenim, je mnohem mensi nez doba rovhomérného

piimocarého pohybu.)

ProtoZze pohyb je relativni, muZeme situaci popisovat z pohledu Adama na Zemi

I Z pohledu Evy letici v raketg.

a) Nejprve budeme popisovat situaci z pohledu Adama. Budeme uvazovat, ze
vztazna soustava spojena s Adamem je v klidu a Eva v raket¢ se vii¢i ni pohybuje.
Dosazenim do vztahu ziskame

. s 10-10% m 125 et
AT,708-3-108m-s-1 ¢

v
tg = tp |[1-— =125 let-/1— 0,64 = 7,5 let

Z pohledu Adama poleti Eva ke hvézdé asi 12,5 let. Z pohledu Evy vsak cesta ke
hvézdé trva pouze 7,5 roku. Po navratu rakety s Evou na Zemi bude tedy Adamovi
25 let a Eve 15 let.
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b) Nyni se podivejme na situaci z pohledu Evy. Uvazujme, Ze vztazna soustava
spojena s Evou je v klidu a Adam na Zemi se vii¢i ni pohybuje. Pokud mechanicky

aplikujeme vztahy pro dilataci ¢asu dostavame

s 10-10¥ m 1251
E=35083 10°m-s 1 €t

2

v
1 =z 12,5let-/1—0,64 =75 let

tAztE

Z pohledu Evy bude cesta ke hvézdé asi 12,5 let. Z pohledu Adama ne Zemi bude
cesta ke hvézdé trvat pouze 7,5 let. Po navratu rakety s Evou na Zemi bude tedy
Adamovi 15 let a Evé 25 let.

Z vysledki ¢asti a) a b) vidime, Ze pouhou zménou vztazné soustavy se zménil i vysledek.
V prvnim piipad¢€ vyslo, Ze po navratu Evy bude Adam star$i nez Eva. Ve druhém ptipadé
nam vsak vysledky tikaji, ze po jejich opétovném setkani bude Eva star§i nez Adam. Po
porovnani obou vysledkt vidime, Ze podle ¢asti a) je Eva starsi a podle ¢asti b) je mladsi.

Takova situace vSak nemuze nikdy nastat, a proto dostavame zdanlivy paradox.

Podivejme se nyni na vysvétleni, pro¢ tento zdanlivy paradox vznika. Pii vypoctech
dob letu rakety ke hvézdé jsme na zakladé specialni teorie relativity vyuzivali vztah pro
dilataci casu. Specidlni teorie relativity vSak plati pouze pro inercidlni vztazné soustavy.
V ¢asti, kde jsme za vztaZznou soustavu povazovali soustavu spojenou s Adamem, ktery
zastal na Zemi byly vztahy vyuzity korektné. V ¢asti b) jsme vSak vztahy pro dilataci
¢asu pouzili nespravné. Eva se béhem startu, otdeni u hvézdy a pfistavani na Zemi
pohybovala se zrychlenim, proto tato vztazna soustava nebyla inercialni. Toto vysvétleni
neni Uplné, ale pro tyto ucely je vhodné, protoze musime brat v ivahu Groven znalosti

a schopnosti zaku stiednich skol.

Casto se stava, ze je tento paradox jen obtizné pochopitelny. Je pro né t&7ké si
predstavit, jak cely d¢j probiha, protoze nemaji zadné informace, co se S dvojcaty déje
behem Eviny cesty ke hvézde. Pro lepsi predstavu si miizeme ptibéh obou dvojcat popsat
podrobnéji. Abychom méli informace, co se s dvojcaty v jejich vztazné soustavé déje,
budou rodice vyvoj kazdého z nic zapisovat pravidelné do deniku. Nyni se muzeme

podivat na nejzajimavéj$i momenty, které dvojcata zazila.
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4.1 Deniky dvojcat Adama a Evy

Adam

Eva

Adamovi uz je nyni 1 rok. Je to velmi
aktivni a Sikovny chlapec. Rad si hraje
S riznymi predméty a neustale okusuje. Je
to maly Cipera. Lozi po Ctyfech po celém

byte, ale uz se zacind 1 pomalu stavét.

Eva ma nyni 7 mésicti. Uz se u¢i sama se
posadit a past konicky. Neustale by néco

brala do ust nebo jedla piskoty.

Adam oslavil své paté narozeniny. chodi
do skolky, 1 kdyZ se mu tam zpocatku
ptili§ nelibilo. Nyni si tam ale naSel
oblibenou hracku a nechce ji nikomu

pujcovat.

Eva ma 3 roky. Kdyby byla na Zemi, brzy
by nastoupila do skolky, tak si s ni Casto
hrajeme. Neustdle chce mackat v raketé
néjaké cudliky, tak jsme ji dali malou

raketu, aby si s ni mohla hrat.

Adam ma 10 let a stal se zakem 4. tiidy.
Skola mu nedg&la zadné problémy, je to
chytry chlapec. Aby se nenudil, zacal hrat

fotbal a velmi ho to bavi.

Eva dnes oslavila své Sesté narozeniny.
Neuvéftitelné, jak ten Cas rychle leti. Na
Zemi by nastupovala do skoly, tak ji

ucime Cist, psat a pocitat tady v rakete.

Adam si ke svym 12. narozeninam pial
kytaru, protoZze se na ni chtél ucit hrat.
Nyni je to pil roku, co se na ni zacal ucit

hrat a jde mu to velmi dobfe.

Pravé jsme doletéli ke hvézdée, tak se
otaCime a vracime se zpct na Zemi. Eva uz
umi krasné pocitat, a tak odpocitava dny
do svych osmych narozenin. Uz ji zbyva

jen pul roku.

Adamovi je 15 let a chodi do 9. t¥idy. Stale
se jesté rozhoduje, na jakou stfedni Skolu
nastoupi. Celou dobu na zakladni Skole

mél velmi dobré znamky, tak v pfiStim

Skolnim roce nastoupi na gymnazium.

Eva dnes oslavila své devaté narozeniny.
Na Zemi by chodila do 4. tfidy, tak jsme ji
zacali ugit vyjmenovana slova. Cesky
jazyk ji moc nebavi, radé€ji z okynka

rakety pozoruje hvézdy.
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Adamovi je 20 let. V loniském Skolnim
roce odmaturoval na gymnaziu a dnes jiz
studuje na vysoké skole. Béhem studia na
sttedni Skole se rozhodl, Ze by se cht¢l

V budoucnu stat pravnikem.

Z Evy roste Sikovna sle¢na. Dnes ma jiz
12 let. Protoze se béhem dlouhé cesty
nudila, zacala si Casto zpivat. Rozhodla se,
7Ze po navratu na Zemi nastoupi na

konzervatot a bude zpév studovat.

Adam jiz ukoncil své studium na vysoké
Skole. T¢Si se, az se seznami se svoji

sestrou a oslavi s ni své 25. narozeniny.

Eva se jiz blizi k Zemi. Za tyden pfistane
a tési se az spole¢né s bratrem oslavi své

15. narozeniny.
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5 Zavér

Bakalarska prace se zabyva paradoxem dvojcat ve specialni teorii relativity.
Okrajové se tomuto tématu vénoval ve své bakalaiské praci i Ondiej Palovsky (2021),
jehoz prace byla zamétena obecnéji na paradoxy v teorii relativity. Hlavnim cilem moji
bakalatské prace je shrnout mozné piistupy k feSeni paradoxu dvojéat ve specialni teorii
relativity. Tato prace mi umoznila se vice seznamit s danym tématem, které mé zaujalo

jiz na stfedni Skole.

Charakter moji prace je prevazné resersni, ale i tak obsahuje Casti, které se vénuji
feseni konkrétnich piipadil. Reseni jsou zpracovana graficky, v podobé prostoroéasovych

diagramd, i pocetné.

Paradox dvojcat byl pro mé na gymnaziu téZce predstavitelny, proto jsem do své
prace zafadila i1 Cast, zaméfenou na mozny zplisob prezentace tématu na stfedni Skole.
Zvolila jsem formu denik, které vedou dvojcatim Adamovi a Evé€ jejich rodic¢e. Do
denikt jsou zapisovany udalosti, které¢ dvojcata béhem svého zZivota zazila. Diky denikiim
je mozné dobfe pozorovat odliSnou rychlost plynuti Casu v riznych vztaznych
soustavach. Nejvice je to patrné na poslednich zapisech v denicich, kde se dvojcata tési

na spole¢nou oslavu narozenin rizného véku.

Domnivam se, Ze cil prace byl splnén. Material miiZe poslouZit jako zdroj zakladnich
informacich o riznych moznych ptistupech k paradoxu dvoj¢at a paradoxu hodin. Mohl
by také najit uplatnéni pfi vyuce specialni teorie relativity na PfF UP i na stfednich
Skolach, kde se zakladim specialni teorie relativity vénuji Z&ci v ramci volitelnych
seminaii. Spravné vysvétleni tohoto myslenkového pokusu miize napomoci upevnéni a
spravnému pochopeni kinematickych efektl relativity soucasnosti, kontrakce délek a

dilatace ¢asu.
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