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Uvod

Tato sbirka je urcena poslucha¢im druhych roénikd odborného studia apliko-
vané fyziky, biofyziky a chemické fyziky, optiky a optoelektroniky a t¥etiho roc-
niku ucitelského studia matematiky—fyziky Prirodovédecké fakulty Univerzity
Palackého v Olomouci a byla sestavena jako doplnék ke skriptu [8]. Obsahuje
27 tloh, ve kterych jsem se zaméfil na témata tenzor napéti, tenzor deformace,
zobecnény Hooktv zakon, statika tekutin, pohybové rovnice ideélnich tekutin
a dynamika vazkych tekutin. Toto ¢lenéni tématicky odpovida rozdéleni ¢asti
Mechanika kontinua na jednotlivé kapitoly ve vySe uvedeném skriptu.

Piiklady jsou v jednotlivych kapitolach fazeny (subjektivné) dle obtiznosti.
Jsou koncipovany tak, aby upevnily pojmy uzivané v [8] a procvi¢ily metody
prace s matematickym aparatem pouzivanym v této Casti mechaniky. Sbirka
obsahuje i nékolik uloh praktického vyznamu. Jako urcité tématické rozsireni
lze chéapat tlohu 25, ve které je odvozena rovnice pro tok tepla pii proudéni
vazkych tekutin. Jednoducha aplikace této rovnice je naznacena v tloze 27 b).

Jako dalsi bohaty zdroj fesenych tloh doporucuji pfipadnym zajemcim pu-
blikaci [3].

Na tomto misté bych také rdd upfimné podé€koval Mgr. Lukési Richterkovi,
Ph.D. za poskytnuti potfebnych materidlt a cennych rad, které prispély ke
zlepseni této sbirky jak po strance obsahové, tak po strance zpracovani.



Tenzor napéti

Uloha 1. Pro rovinny piipad dany (obr. 1) sestavte tenzor napéti v bodé O.

1 2
F=(3,-3)TN,F=(-2,-2)TN,8; =3m? S, =2m? 7 = (3,2)T.
a) Urcete jeho hlavni napéti a hlavni sméry napéti.

b) Urlete napéti v bodé P pro h — 0.
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Obr. 1: K tloze 1.

RESENT: Plogné sily vztdhneme na jednotku plochy
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Slozky vektort napéti oznacime T;= 7;;, 4, j=1,2 [8]. Sestavime tenzor napéti

Tll ﬁ ( 1 _1). (1.1)

Tji = 2 2
n T



a) Hlavni napéti: Podminkou jejich nalezeni je nulovost charakteristické rovnice

1—71 -1

11— |70

(1471 -7)=1=0 = 72==4V2,

pro 71 = /2 se soustava se redukuje na rovnici

(1-V2)z—y=0,

z Gehoz vlastni smér je generovan vektorem i = (1,1 —+/2)T, takze jednotkovy

zastupce vlastniho sméru je vektor

74 1
&= = = (1,1 - v2)"
|1i1] 4-2V2
Pro 75 = —v/2 m4 soustava tvar

zéstupce vlastniho sméru ; = (1,14 v/2)T, jednotkovy zéstupce je

Us 1

:@:74+2\/§(1,1+\/5) :

€y

b) Pro h — 0 plati [8]
Ti= vy, i=1,2
J

(1.2)

kde v; jsou slozky jednotkového vektoru normaly plosky S. Pro 7 = (3, 2)7T je

ﬁ_£_<i L)T
|7 V13'V13)

takze vysledné T;

v 3 2 1
T\= T11v1 + Tiale = Vel \/ﬁ: 3
v 3 2 -5

To= To1v1 + Tooly = — - =

Vi3 VI3 V13



Uloha 2. Pro tenzor 7;; z predeslého prikladu urcete kanonicky tvar rovnice
kvadriky napéti v bodé O.

RESENT: Normalova slozka N vektoru T piisobiciho na plosku S je N = T 7
N = —7/4/13. Na normale zvolime bod @ tak, aby |PQ| = 1/4/|N|. Takze

N|PQ|? = — 1. Tedy kvadrika napéti ma v bodé O tvar
TijTiXj = —1, i,j = 1,2.
Rozepsano
12T + 271221 %2 + Toox3 = —1,
o3 — 23 —2r129 +1=0. (2.1)

Z matematického hlediska jde o kuzelosecku, jejiz matice [6] je

1 -1 0
A=| -1 -1 0
0 0 1

Vidime, 7e A = det A # 0, 6 = (ai1a22 — a12a21) < 0, jde tedy o hyperbolu.
Jeji stied je S = [0,0]. To plyne z faktu, Ze bod, v némz studujeme napéti jsme
umistili do poc¢atku soustavy soutadné. Zbyva tedy provést transformaci otoce-
nim soustavy soufadné. Sloupce transformacéni matice jsou soufadnice vektora
(po tadg) é€,€ (viz. tloha 1, ¢4st a)), transformad¢ni rovnice maji tedy tvar

1 !/ 1 /!
T1 = xy + Ty, (2.2)
Vi—2vz o Va2
1—-+v2 1 2
V2 N +v2 (2.3)

To = x xh.

Vi—2v2 Vit
Po dosazeni (2.2) a (2.3) do (2.1) a upravach dostavdame kanonicky tvar rovnice
kvadriky napéti

z’f n x’22 _1
V-1 V241
2—V2 2+2

Nezapomerime, Ze jsme danou tlohu Fesili v fezu pro z=0 (x3 = 0), tedy nase
»kuzelosecka® je vlastné hyperbolickou valcovou plochou.

Uloha 3. (pfevzato z [5]) Odvodte tvar tenzoru napéti pro ty¢ s kruhovym

prufezem (vélec) naméhanou ¢istym (jednoduchym) tahem.

RESENT: Soustavu soufadnou zvolime tak, jak je naznaceno na (obr. 2).
Predpokladame, Ze na plasti valce je vnéjsi napéti nulové a na podstavach

vvvvvv

velikost rovnu F'/S, kde F' je velikost tahové sily, S je plocha podstavy. Pfislusné

14
napéti oznacime 7. Pro celou horni podstavu tedy plati

7
~T, 7= (~1,0,0).
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Obr. 2: K dloze 3.
Pro spodni podstavu analogicky

o1
T=T, V=(1,0,0).

1%
Ve zvolené soustavé soufadné ma tedy vektor 7" horni podstavy slozky

v F
F=(-500)

a na spodni podstaveé

Pro horni podstavu plati okrajové podminky [§]
1%
T;= 1;,v4,
coZ po rozepsani dava

v
=T1= T1v1 + T12V2 + T13V3,

»n|

14
0 =T5= To1v1 + TogVa + To3Vs,
14
0 =T3= 13111 + T32V2 + T33V3.
Tedy

11 = 5, 721 =0, 731 = 0.

n|

Zcela analogicky vysledek

o

bdrzime pro spodni podstavu, pfi pouziti

5 (F
T= <5’0’0>’ 7 = (1,0,0).



Hodnoty dalsich slozek tenzoru vyplynou z nasledujicich avah. Na valcové
plose ma vektor normély 7 nulovou 1. slozku a alespoii 1 ze slozek vo, 3 nenu-

lovou. Obecné 77 = (0, v4, v3) a vektor Iu’ = (0,0,0) (dle pfedpokladii). Z rovnice
(3.1) tedy na plasti dostaneme

0 = T9ov5 + To3V3, (32)

0= T32V9 + T33V3.

P1i vySetfovani tahu miizeme zanedbat objemové sily G vzhledem k sildm na-
péti. Z rovnic rovnovéhy kontinua [8]

L 4Gy = (3.3)

tudiz plyne

(97'11 + 87’21 + 87'31

Ox Oy 9z 0

87'12 8’7'22 37'32 o

5 Ty o - 0, (3.4)
87’13 + 87’23 + 87'33 —0.

ox Jy 0z

Tyto podminky lze splnit pouze za pfedpokladu, Ze 7;;(z;) = Ti; tj., Ze slozky
tenzoru napéti jsou konstantni v celém vélci. Toho vyuzijeme pravé pii feSeni
soustavy (3.2). Pro libovolnou kombinaci vy a v3 musi byt levé strany obou
rovnic identicky rovny 0, coZ pfi zachovdni konstantnosti 7;; lze splnit pouze
v piipadé 199 = T30 = 133 = 0.

Tedy vysledny tenzor napéti ma tvar

o o o
o O O

Uloha 4. (pfevzato z [5]) Uréete tenzor napéti v zavéSeném vélci, u néhoz
nezanedbdvame vlastni hmotnost. Pro jednoduchost zvolme kruhovy prurez a
valec necht je homogenni (p=konst.) o vy3ce [ a plose podstavy S.

RESENI: Soustavu soufadnou zvolime dle (obr. 3). Vélec je upevnén tak, Ze
jeho osa mé smér tihové sily G (smér osy z) a bod P, v ném# je upevnén, je
prusecikem osy a horni podstavy.

G = (—pg,0,0). (4.1)

Vnéjsi sily ptisobici na vélec jsou objemova tihové sila a plosné sily na povrchu
valce. Na plasti valce a na spodni podstavé jsou vnéjsi plosné sily a tedy i
prislusné vektory napéti nulové. Na horni podstavé ptisobi v bodé zavésu sila
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Obr. 3: K tloze 4.

F mifici v kladném sméru osy z (reakce zavésu). Jeji velikost je | F| = GV, kde
V' je objem viélce. Toto diskrétni rozloZeni sil na horni podstavé (sila ptisobi
pouze v P) nahradime dle Saint—Vennantova principu (déle jen S-V princip)
rozlozenim pro vypocet vyhodnéjsim. Pfedpgklédejme, Ze na horni podstavé

pusobi napétovy vektor konstantni velikosti |f| = pgl, mifici v kladném sméru
x. Velikost celkové sily, puisobici na podstavu je |IV“\S = pglS = pgV =GV aje

shodné s velikosti sily F.Na povrchu vélce tedy piisobi vngjsi napétové sily. Na
horni podstavé ~
T = (pgl,0,0),
na zbytku povrchu .
T = (0,0,0).
Okrajové podminky [8]
Ti= v,

ziskdme analogicky jako v tloze 3, plyne z nich
na plasti valce

Taz = T3z = T33 = 0, (4.2)
na spodni podstavé (z = 0)
T11 = T12 = 713 = 0, (4.3)
na horni podstavé (z =1)
11 = pgl, 12 = 113 = 0. (4.4)

Rovnice rovnovahy kontinua [8] maji po dosazeni za G z (4.1) tvar

8’7'11 + 87'21 87'31

or dy 0z

_pg:()v



87‘12 67'22 87'32
Ox * dy * 0z
87‘13 87’23 87’33
ar oy | 0-

~0, (4.5)

=0.

Piedpokladejme, Ze 7;; rznd od 711, kterd jsou nulova na hrani¢nich plochich
vélce, jsou nulova i v celém objemu véalce. Proto jsou posledni dvé rovnice (4.5)
splnény identicky a prvni rovnice dava

or
6—; =pg = 11 =pgr+ f(y,z). (4.6)

Dle (4.3) musi byt 711 = 0 pro v8echny body spodni podstavy, tj. pro

z=0, Vy,z:y>+ 22> <R.

Na horni podstavé, tj. pro
_ Co2 L2
=1, Vy,z:y"+2° <R,

je 711 = pgl. Abychom splnili tyto podminky, musime v (4.6) polozit f(y, z) =0,
tedy
Tllngfﬂ, le:O7l7é].,]7é].

Tedy teseni

pgr 0 0
0 0 O
splnuje podminky rovnovdhy kontinua i okrajové podminky i': TijVj a spl-
fiuje 1 podminky kompatibility [8]. D4 se ukdzat, ze dand tloha m4 pii splnéni
uvedenych podminek jediné feSeni a to pravé (4.7).

POZNAMKA: Saint-Vennantiv princip :

Slovni vyjadfeni by mohlo znit napiiklad takto [5]. Stav napéti a deformace
v mistech télesa dostateéné vzdalenych od povrchu na kterém ptisobi vnéjsi sily,
je témér stejny, nahradime-li jedno rozlozeni sil jinym o stejné vysledné sile a
momentu sil (rozloZenim staticky ekvivalentnim). Naptiklad pfi bézné tahové
zkousce, kdy na vzorek V upevnény ve svorkdch K puisobime tahovymi silami
Fa-F (obr. 4). Dle S — Vprincipu lze zanedbat vliv svorek na zptisob pfenosu
sil F a —F na vzorek. Napéti ve vzorku V', v dostateéné vzdalenosti od jelio

1%
koncii, pokladdme za stejné, jaké by bylo zptsobeno napéfovym vektorem T,
jehoZ velikost by na obou ¢elnich plochéch vzorku byla konstantni a rovna F'/S,

kde S je plocha prufezu vzorku. Smér a orientace vektoru f na kazdé z Celnich
ploch splyva se skuteéné ptsobicimi silami F' a —F (obr. 4).

10



Obr. 4: K 1loze 4.

Uloha 5. Tuto tlohu doporucuji fesit az po seznameni se s vysledky tlohy 10.
Pro situaci z tlohy 10 sestavte tenzor napéti.

RESENT: Zanedbéame-li vliv tihové sily, potom jedina objemova sila piisobici na
ty¢ je

—

~ dF
G=—.
dv
Z (10.1) plyne
. dF )
= Sde (pw=z,0,0).

Nyni si v§imnéme napétovych sil. Pro =0, y, z libovolné, plyne z rovnic (3.1)
pro 7 = (—1,0,0)

v wip 12
Ty = — g = —T11, (5.1)
Ty=0=T; .

v
To se da chépat tak, Ze v misté uchyceni (z=0) ptisobi na polovinu tyce sila T,
rovnd reakci uchyceni (obr. 5), kterd ji ,natahuje®.
v o

T

Obr. 5: K tloze 5.

11



Pro x =1/2,y, z libovolné, v = (1,0, 0), je sila plisobici na podstavu nulov,
takze, opét z (3.1), plyne
711 = 0. (5.2)
Na plasti valce zadné vnéjsi sily nepiisobi, proto stejné jako v tloze 4 predpo-
kladame
7; =0, 1#1,j#1. (5.3)

Dle rovnic rovnovéhy kontinua (3.3), s ohledem na (5.3), plati

6T11

e =
5 z°
T =t + f(y, 2). (5.4)
S ohledem na (5.1) plati pro = 0, Vy, z
272
pw=l
3 = f(y,2).

Diky (5.2) plati pro x =1/2,Vy, z
2

l
0= —pw2§ + f(y, 2),

coz také odpovida
2l2

fly,2) = pwg

Takze vysledny tvar tenzoru napéti

_PW2 ? 2
Ti1 = 5 4 x|,

Ti; =0, 1#1Lj#L

12



Tenzor deformace

Uloha 6. (pievzato z [5]) Uréete vyznam nediagonalnich slozek tenzoru malé
deformace [8].
RESENTI: Pro jednoduchost budeme uvazovat rovinnou deformaci, tj. deformaci
popsanou rovnicemi
Yi = yi(l‘j), 1= 1,2 .
j=1,2
Potom tenzor malych deformaci e;; ma jen slozky ei1,e22, €12 = e21. Pro nase
potfeby budeme uvazovat deformaci, pfi které e;; = ess = 0. Z definice tenzoru
malych deformaci plyne
81‘1 6$2 8$2 81‘1
Budeme dale vySetfovat, kam pifi deformaci popsané tenzorem o slozkach
e11 = egz = 0, e12 # 0, pfejde element ptivodné rovnobézny s osou x1. Takovy
element, oznaé¢me ho dz!, m4 slozky (dx!,0). Slozky, jemu po deformaci odpo-
vidajictho elementu (ozna¢me ho dy’), uréime z rovnic [8]

ou;
I _ J
Pro dy{ plati
8U1 6U1
protoze dzl =0 az (6.1) i duy/dz; = 0.
Podobné pro dyl
Ous Ous Oug

opét dzd =0 az (6.1) i dug/dz2 = 0.
Element da! = (da!,0) tedy, pfi ndmi uvazované deformaci, prejde na

a’u,z
dy’ = (dz{, (%Cldx{> .

13



Analogicky zjistime, kam, pfi uvaZzované deformaci, piejde element
dz!! = (0,dxi!). Pfed deformaci byl rovnobézny s osou z3. Z rovnic (6.2)
dostavame pro dy!!

Oou ouq Ouy

dy = dag’+ o o] U+ o da 2= o B, 0 x3!
dydt = dadl+ g“id Iy g“zd 3 = dad.

dz’! = (0, dxél) tedy deformaci ptejde na

dy!! = (g“l dal dng) .

Vsechny étyti vektory da!, dz!!, dy!, dy!! jsou naznaceny na (obr. 6).

A
T2
8u1
JuL 411
8$2
A
dyll
(07
7 (2
dxs
dy!
8u2d I
—axr
T Oél> 8(E1 1
da!
T2
O >
T

Obr. 6: K tloze 6.

Pro thel a; mezi sméry vektorti da’ a dy! plati

8UQ
t = —. 6.3
an o 9, (6.3)
Pro oy tihel mezi sméry vektort dz'! a dy’!
8U1
t = —. 6.4
an ai g (6.4)

Se¢tenim (6.3) a (6.4) dostdvame

8u1 6u2
— =tana; + tan ag,

8—1‘2 8131

14



coz, s uzitim definice slozky ej5 = % (g—z; + g—;ﬁf) a vztahu tan o &~ « pro malé
a, dava
a1 + oo
€12 = 2 . (65)

Vztah (6.5) lze tedy vyjadfit: SmiSend slozka tenzoru malé deformace eqs je
rovna poloviné thlu a; + as, o ktery se deformaci zméni tthel mezi elementy
puvodné ptavodné rovnobéznymi s prvni a druhou osou kartézské soustavy sou-
fadné. Uhel a; 4 ay se nazyva thel smyku.

Uloha 7. (pievzato z [5]) Pro pohyb kontinua zadany rovnicemi

y1 = kxat + x1,
Y2 = T2, (7.1)
Y3 = I3,

sestavte tenzor koneéné deformace a tenzor malé deformace.
RESENI: Pro pohyb (7.1) uréime vektor posunuti, jeho# slozky jsou

U = Y; — Ty,

konkrétné
Uy = kmgt,
U2 = 0, (72)
Uz = 0.

Tenzor konec¢né deformace byl zaveden vztahem [8]

1 (0u; | Ou;  Oug Ouy,
i = 2 (313] + 8xi + 8xj 8562) ' (73)

Tenzor malé deformace [8] vznikne zanedbanim kvadratickych ¢lent v (7.3),

tedy
1 aui 8’[1,]‘
I . 4
“ =3 (axj + azz) (7.4)

Rozepsanim (7.3) dostdvame

2 \0zy Ox1 Ox90x1 Ox00x1 Ox2021)°
2 S Y T
f13 = <€31_2(3:173 O0x1  Ox30x1 Oxz 0x 3:1733:131)’
SN YN YT Y P
£23 #3275 Oxs Oxg OxsOxg Oxs30xy Ox30x9/)’

o 1 (’9u1 (’9u1 2 8UQ 2 811,3 2
€11 = 5{25—501—’—(5_:01) +(8—x1) + 5'—:E1 )

15



6’(1,2 8’(1,1 2 Buz 2 aus 2
== [2a+<a> *(a) *(a) ’
us  [Ou > [Ous\> [ Ous\>
2= 3 4 (=2 -2 =) .

l Bxg + (81@,) + <8x3) + <8(E3)

Dosadime-li (7.2) do (7.5) dostavame

N | =

€33 =

N | =

1 1
€11 = €33 = €13 = €23 = 0, €22 = 57€2t27 €12 = 57615.
Pti zanedbani kvadratickych ¢lent
€11 = €33 = €13 = €23 = €22 =0, €13 = §k‘t~

Jak je vidét z vysledkt, pouze pro velmi mala ¢ lze deformace pfi pohybu
(7.1) popsat tenzorem malé deformace (tj. zanedbat €25), v obecném ptipadé
vede pohyb (7.1) k velkym deformacim kontinua.

POZNAMEKA': Rovnice (7.1) popisuji velmi ¢asto uvazovany p¥ipad proudéni
tekutiny, pfi kterém rychlost vzrista rovnomérné ve sméru kolmém na smér po-
hybu tekutiny. Naptiklad, proudéni tekutiny mezi dvéma deskami, prvni pevna a
druhd se pohybuje rychlosti v. Rychlost vrstev tekutiny, tésné u desek je shodna
s rychlosti desek a mezi nimi se rychlost tekutiny v méni rovnomeérné.

16



Zobecnény Hookuv zakon

Uloha 8. (pfevzato z [7]) Zavaizi je zavéSeno na gumovém vlakné, které ma
délku | v nezatizeném stavu. Zavazi vychylime o 90° (bez napinani vldkna) a
pustime. Pfi prichodu vldkna svislou polohou je jeho délka [;. Urcete rychlost
zavazi v tomto okamziku. Hmotnost vlakna zanedbejte.

RESENT: Situace je zachycena na (obr. 7). Nulovou hladinu potencialni energie
zvolime ve vzdélenosti I; od bodu zavésu. Ulohu mtiZeme Fesit na zdklads ener-

v ]
l
0
. e
v €T

Obr. 7: K tloze 8.

getickych tvah. Soustavu povazujme za izolovanou. Pfi pocatecnim vychyleni
ziska soustava v tihovém poli Zemé potencidlni energii. Ta se béhem pohybu
meéni v jiné formy—presnéji v kinetickou energii zavazi a potencialni energii de-
formovaného vlakna. Situaci popisuje rovnice

1 1
mgly = imv2 + §F(l1 =1, (8.1)

kde F' je velikost celkové sily piusobici na zavazi pfi priichodu dolni tvrati.
V tomto okamziku ptisobi na zavazi sila tihova a sila odstfediva. Obé maji tyz
smeér, proto staci skalarni zapis
02
F:ngrmE. (8.2)

Po dosazeni (8.2) do (8.1) a Gpravéch ziskdme rovnici

gl = % {v2 + (g + i) (I, — 1)] : (8.3)
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Pro hledanou rychlost tedy ziskdme vyjadfeni

gl +1)
v=y| T2
20, —1

Uloha 9. (ptevzato z [7]) Uréete prodlouzeni tyce tvaru komolého kuzele délky
I o zékladnéch Sy a Sa, kterd je napinana silou F' (obr. 8).

l

Sa

[ =

S

Obr. 8: K tloze 9.

RESENI: Zvolime soustavu soufadnou dle (obr. 9). Pro délkovy element dz lze

Y1
dz
Sa
F !
[0) x
S1
“dl

Obr. 9: K tloze 9.

z elementarniho Hookova zdkona [8] ur¢it prodlouzeni di

Fdz
dl = —.
ES
Celkové prodlouZeni ur¢ime integraci dl pres délku tyce.
Plati
Sl :ﬂ-y%a 52:7'(':(]%,
Y2 — Y
y:£37_ﬁx+m7
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kde y je prubéh poloméru tyce.

l l
Fdz F
/ ES ~ Bx / AHyl (9-1)
0 0

kde A jsme oznadili vyraz (y2 — y1)/l. Nyni zavedeme substituci
Az 4+ 1y = z, Adx = dz.

Integral (9.1) pfejde na tvar

F fa
z
Al=—— [ —. 2
E?TA/ 22 (9:2)
Y1
Po integraci (9.2) a dosazeni za A dostdvame
T(y2 —y)E \y1 ye T(y2 —y1)E  y1y2 EVSiSy

kde jsme za y, y2 dosadili z vyjadieni Sy, Ss.

Uloha 10. (pievzato z [7]) Vodorovna ocelova ty¢ délky I = 150 cm se otaci
kolem svislé osy (obr. 11) prochédzejicim jejim stiedem. Pi jaké frekvenci otaceni
se ty¢ pretrhne? Mez pruznosti materidlu o, = 600 MPa, hustota tyce p =
7,8 g -cm™3.

RESENT: Zvolime soustavu soufadnou dle (obr. 11).

w
2 () U2 v de
\ . — N
04—4 T
T
y

Obr. 11: K dloze 10.
Na element dz, ve vzdalenosti x od osy otaceni, ptisobi odstfediva sila
dF = zw?dm, (10.1)

kde dm je hmotnostni element dm=pSdzx.

19



Celkovou silu ptisobici v misté uchyceni tyée ur¢ime integraci (10.1) v mezich
od 0 do /2
% $2 % 12
F= /xwszdx =w?pS [?] =w2pS§. (10.2)
; 0
Aby doslo k pfetrzeni tyce, musi napéti v ni dosdhnout (pfesdhnout) pevnost
materidlu, tj. ¢ = F/S = op,. Za F dosadime z (10.2)

w2pSI? 1 /20
G o < I

a\ o

Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime pro mezni frekvenci hodnotu asi 83,2 Hz.
Takze k pfetrzeni tyce dojde asi pii frekvenci otaceni f=84 Hz.

Uloha 11. S vyuzitim vysledkf feseni ¢istého ohybu tyce [8], uréete vlastni
frekvenci wo kmitu:

a) (prevzato z [4]) Kovové tyce obdélnikového pritfezu s rozméry a, b a délky [,
kterad je jednim koncem vetknuta a k jejimu volnému konci je upevnéno zavazi
0 hmotnosti m (obr. 12). Pfedpokladejte, ze hmotnost ty¢e M < m a rozméry
zévazi jsou zanedbatelné.

b) Kovové tyce kruhového prifezu o poloméru r. Dalsi pfedpoklady jsou stejné
jako v ¢asti a).

Obr. 12: K tloze 11.

RESENI: a) Z vysledkii z vyse uvedeného zdroje plyne pro vychylku na konci
tyce
Fi?

kde F je Youngtuv modul pruznosti materialu, F' je vnéjsi sila ptisobici na konci
tycea I, = [ 22dS je moment setrvacnosti priifezu tyce vzhledem k ose ¥.

Jestlize na konci tyce ptisobi vnéjsi sila F', zptisobujici vychylku z, a tyc¢ je
v rovnovaze, musi proti sméru vychylky x ptisobit sila pruznosti (stejné velikosti
a opa¢ného sméru nez F') snazici se ty¢ narovnat — ozna¢me ji F, (obr. 13). To
znamena, ze situace je analogickd jako u linearniho harmonického oscilatoru.
Jestlize prestane ptisobit sila F, ty¢ se rozkmita.

Pro danou situaci sestavime diferencialni rovnici plynouci z 2. Newtonova
zékona

(11.1)

mi = F,, (11.2)
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l
ﬁ .
F
X

Obr. 13: K tloze 11.

mi = —F. (11.3)
Dosadime-li do (11.3) ze vztahu (11.1) ziskdme rovnici
I, FE
31y (11.4)

T+ m13x=0.

Vyraz 3I,E/ml? je kladny a miZeme ho oznacit jako w3. Z tohoto plyne

3I,E
= . 11.5
o = 2L (115)
Nyni zbyvé jen dopocitat I, (obr. 14).
a
b Yy
x‘

Obr. 14: K tloze 11.

3 5 3 - ) 3 i 3
I,= [ 2%dS = 2dd—/x— dy=: [ Zdy="22. (116
y/x //xxy 5| W=3 ) W=7 (119
-373 2 2 -3
Dosazenim (11.6) do (11.5) dostavame
_Jab*E
YO =N gz
b) I v tomto piipadé je postup zcela analogicky. Uréime
I, =/x2dS. (11.7)

S
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Protoze se jedna o kruhové symetricky problém, zavedeme polarni soufadnice
(obr. 15)
T = pcos,

Yy = psine.

Obr. 15: K tloze 11.

Dostavame
f 7 4" sin2p]%"
Iy:/p3cos2<pdpdg0:/p3dp/cos2cpdcp: P12+ L = —.
4,127 4 |, 4
5 0 0
(11.8)
Vyraz (11.8) dosadime do (11.5) a obdrzime
o 3rriE
OV ame

Uloha 12. S vyuzitim vysledki pro torzi kruhového valce [8] uréete frekvenci
vlastnich kmitt wy torzniho kyvadla ,MOTYL.

RESENTI: Nejdiive popisme torzni kyvadlo ,mot§l“. D4 se realizovat vice zpti-
soby. Jeden z nich je na (obr. 16). K vyrobé staci dvé tyce obdélnikového prifezu,

Obr. 16: K tloze 12.

do jejichz stfedu se vyvrtaji otvory. Do téchto otvorti se potom napevno vtlaci
jednotlivé konce dratu. Kyvadlo klademe na still, jedna (kratsi) ty¢ lezi na stole,
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druha (delsi) pfecniva pfes okraj stolu. Tato pfec¢nivajici ty¢ vykonéva torzni
kmity, kolem osy témér totozné s osou dratu. Ty¢ na stole je fixovana pouze
vlastni vahou.

Z teorie [8] plyne, ze tihel ¢ stofeni véalce, zptisobeného silovym momentem
M , vypocitame jako
Ml
plyp
kde M je silovy moment piisobici na spodni podstavé valce, [ je vyska valce,
1 je modul pruznosti ve smyku daného materidlu vélce, I}, je polarni moment
setrvacnosti kruhového prifezu

o=—, (12.1)

4
I, = /(332 +y?)dS = %
S

Dalsi avahy budou analogické jako v tloze 11. Pusobi-li na dolni podstavu valce
dvojice sil zpusobuJ101 silovy moment M , je-li valec v rovnovaze, musi byt tento
moment M vyrovnan momentem sil pruznosti Mp, opacného sméru a stejné
velikosti — rovnice (12.2) (obr. 17)

Obr. 17: K tloze 12.

—M = Mp. (12.2)

Sestavime pohybovou rovnici
1o = Mp, (12.3)

kde I je moment setrvacnosti kmitajictho télesa vzhledem k ose o. Do této
rovnice dosadime z (12.2), dostavéame

1§ =—M. (12.4)
Vyuzijeme-li v (12.4) vztahu (12.1), dostdvame kone¢né vyjadreni

.ol
S+ H" 0 =0. (12.5)

Oznaé¢ime-li v (12.5) kladnou konstantu ul,/Il = wg, dostévame pro wo vyjad-

Teni
_ M
wo = Il .
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Pro nami uvazovany pfipad je I moment setrvacnosti tyce, vzhledem k ose

vvey

délka tyce. Finalné tedy pro wg dostavame
6mpRA
=N a2

Uloha 13. (pievzato z [4]) Ocelové pravitko délky =30 cm, sitky a=1,5 cm a
tloustky b=0,08 cm se ob&ma konci opird o dvé listy pribité ke stolu ve vzdale-
nosti L=29 cm (obr. 18).

a) Jakou kiivku vytvaf ohnuté pravitko?

b) Jakou silou ptisobi pravitko na listy?

L

[

Obr. 18: K tloze 13.

RESENTI: Na problém se miizeme divat nasledovné. Na ptvodné piimé pravitko
zacaly na koncich pusobit dvé opacné sily, které zpusobi vyboceni pravitka a
tento stav udrzuji (obr. 19). V soufadnicové soustavé na obr. 19 ozna¢me sourad-

Y
P
yﬂ
7
0] ,{% x 7‘]37[/30

Obr. 19: K tdloze 13.

nice bodu P = [z,y(x)]. V bodé P piisobi ohybajici silovy moment, zptsobeny
silou F

M(P) = = —Fyk. (13.1)

R oSy
O R
o o T

Protoze pravitko je v rovnovéze, je moment (13.1) vyrovnan opaénym momen-
tem sil pruznosti. Pouzitim zcela analogickych tvah, jako v odvozeni ¢istého
ohybu tyée (viz. [8]) pro nas ptipad dostavame

E E

MPIZ—/ 248 = = 1. 13.2

s =3 |V 7 (13.2)
S
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Momenty (13.1) a (13.2) se pfi statické rovnovaze vyrovnéavaji, proto musi platit

EL _, 1 F
R Y R ELY

(13.3)
kde 1/R je kiivost kiivky vytvofené pravitkem. Je znamo (viz. [9]), Ze kiivost
rovinné kfivky je dana vztahem
d?y
1 1.2
A . — (13.4)
R 273
14 (W
dx
V nasem pfipadé mizeme zanedbat ¢len (dy/ dnw:)2 proti 1, protoze uvazujeme
pouze malé prithyby. Vyraz (13.4) tedy pfechdzi na tvar

1 d?y
—-—=—-—5, 13.5
kde uvazujeme zaporné znaménko, protoze krivost sméfuje v zdporném sméru
osy y. Dosazenim (13.5) do (13.3) dostavame
d?y F
— 4+ —=——y=0. 13.6
dx2 * EIzy ( )
Coz je diferencialni rovnice sinusoidy, kterda musi navic spliiovat okrajové pod-
minky

y(O) =0, y(L) = 0.

Resenim rovnice (13.6), s vyuzitim okrajovych podminek, dostdvdme vyjadieni

T
= Ksin —. 13.7
y=Ksin ™ (13.7)
Pro vyraz /L dale plati
s F
— =3/ = 13.8
7 B (13.8)
z ¢ehoz dostavame pro silu, ptisobici na koncich
m2EI,
F= 2 (13.9)

Konstantu K v (13.7), kterd ma vyznam maximéalni vysky ohnutého pravitka,
urc¢ime nasledovné. Jde o malé prithyby, proto se ohnutéd polovina pravitka ne-
bude p#ilis lisit od usecky (obr. 20).

1

K~ 3 (12— L?) = 3,8 cm.
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/2
/ K

o LJ2

Obr. 20: K tloze 13.

Zbyva tedy jesté urcit silu ptlisobici na listy. V (13.9) m& E tabulkovou hodnotu
220 GPa a I, uré¢ime pro naSe rozméry pravitka z (11.6). Po dosazeni tedy
dostavame
72220100 . L5100 E107DY
F= 0,29)2 N =16,5 N.

Tyto vysledky plati ovSem, dle nasich pfedpokladii, pouze pro malé ohyby, tj.,
kdy7 je dy/da zanedbatelné malé. Pokud tomu tak neni, musime ponechat (13.4)
v Uplném tvaru. Reseni této rovnice je pak tfeba hledat numericky. V tom
pfipadé je vyhodnéjsi zavést nové proménné popisujici kfivku. S—vzdalenost
podél kiivky a 6—thel sklonu teény ke kiivce vzhledem ke kladnému sméru osy
z, tedy P = [S,0(95)]. Kfivost je rychlost zmény thlu 6 se vzdalenosti

1@

R dS’

Potom (pfesny) vyraz (13.3) lze psat jako
40 F
s~ ELY

Jestlize tento vztah zderivujeme dle S a (dy/dS) nahradime sinem thlu 6, do-
staneme 2

d F

—— = ———siné. 13.10

a2 =~ " EL " (13.10)
Vysledkem FeSeni této rovnice jsou kiivky zvané kiivky elastiky. Na (obr. 21) aZ
(obr. 23) jsou zndzornéna nékterd feseni pro rostouci silu F. Vypis programu

pro numerické feseni je uveden v Dodatku (str. 58).

Obr. 21: K tloze 13.
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Obr. 22: K tloze 13.

Obr. 23: K tloze 13.

POZNAMKA: Sila F (13.9) se nékdy nazyva Eulerova sila. Je to kritickd
hodnota sily pisobici na konec tyce, ktera zptisobi prohnuti. Pokud je ptisobici
sila mensi nez Fulerova sila, k prohnuti vibec nedojde. Kdyz ji naopak jen
malo prekroc¢i, dojde k vyboceni tyce. Napiiklad, kdyz tiha nakladu v prvnim
poschodi budovy prekro¢i Eulerovu silu pro podptirné sloupy, budova se zhrouti.
Tato fakta muZzeme aplikovat v nésledujicim prikladé.

Uloha 14. (pfevzato z [4]) Dolni konec svislé tyée je vetknut do podlahy a na
jeji horni konec ptisobi svisla sila F' smérem dolt. Délka tyce je L. Pri¢ny prifez
tyfe ma tvar obdélniku se stranami ¢ (tloustka) a d (8itka). Najdéte Eulerovu
silu, kterd pravé vyvola deformaci zndzornénou na obr. 24.

RESENT: Jak plyne z poznamky za tilohou 13, tato sila F' mé v§znam kritické
sily, proto z (13.9) dostéavame

m2El,
Fa = 7ra,
T 2L

kde L je délka neprohnuté tyce. Vyjadiime-li ze vztahu pro kritickou silu

ET,

L="
2 Fkr
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Obr. 24: K tloze 14.

a zaménime-li L za [, coz je libovolna délka, a Fy, za F' dostavame
F<F, = I[I>1L,

F=F = l:L,
F>F, = I<L.

Prvni implikace zachycuje situaci, kdy nedochazi k prithybu, posledni implikace
je pripad prohnuti.

Uloha 15. (prevzato z [5]) S uzitim vysledku (4.6) urcete nejprve tenzor malé
deformace e;; a z né&j vektor posunuti u;(z;) pro valec z tlohy 4 deformovany
vlastni vahou.

RESENI: Najdeme deformace p¥islusné napétim (4.6). Pro homogenni izotropni
téleso plati inverzni Hooktv zakon [8] ve tvaru

1 A
67;j = ﬂ (Tij - 51]m9) 5 (151)

kde 0 je stopa tenzoru i, A, i jsou Laméovy koeficienty.
Konstanty A, p v (15.1) nahradime konstantami

LA
2\ +p)’

_ H(BA+2p)
A+

kde v je Poissonova konstanta, E je Youngtv modul [8].
Dostaneme tedy tvar

)

1
= %Tij - 6”%9 (15.2)

€ij =
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Konkrétné uzitim (4.6)

e = %7 e = €33 = —%, e12 = €13 = eg3 = 0. (15.3)

Ze slozek tenzoru deformace stanovime vektor posunuti u; = w;(x;). Z rovnice
(7.4) dostavame

Oouyq _ pgT1 Our  Ous

g, B owy " om

Z—ZZ = —%, Z—Z; Z—Zi’ =0, (15.4)

dus _ vpgr Qup | Ous _

Oxs E Oxz  Oxa

Z rovnic na levé strané systému (15.4) plyne
up = povy + fi(z2,73)
2F ’ ’

uy = 7% + folz1, 3), (15.5)
uz = —% + fa(x1,x2).

Prvni z rovnic na pravé strané systému (15.4) po dosazeni u1 a uz z (15.5) déva

Ofi(x2,23)  vpgrs  Ofa(1,73)
p— -_ . 1 .
Oxo E ox (15.6)

Je-li na levé strané rovnice (15.6) funkce proménnych o, z3, miZe byt
Of2(x1,x3)/0r1 pouze funkci x3. Oznacme

Ofa(x1,73)
B fa(xs). (15.7)
Integraci (15.6) dostavame
2
Ji(z2,23) = V';gE% + @2 fa(z3) + f5(x3). (15.8)

Z druhé rovnice na pravé strané systému (15.4), dosadime-li z (15.5), plyne

Ofi(wa,x3)  vpgrs  Ofs(x1,x2)

= — . 15.9
Jxs E 0y ( >
Opét musi byt
Ofz(x1,x
_1”3(87112) = fo(x2). (15.10)
Integraci (15.9) dostavéame
2
vpgx
fi(ze,x3) = ggEg + 23 fo(x2) + fr(22). (15.11)
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Odboéme na chvili a odvodme si jesté jednu uziteénou podminku, kterou pozdéji
vyuzijeme. Jestlize z prvni rovnice (15.5) dosadime za u; do prvni a druhé
rovnice vpravo systému (15.4), dostdvame

8f1 o 8’[1,2 _ i
Ors D71 = U2 = xl&';z:Q + v(xg, x3),
0ft  Ous _ i
00~ o = uz3=-I D15 + w(za,x3).

Dosazenim tohoto mezivysledku do tfeti rovnice vpravo systému (15.4) vychézi

9 02 f1(x2,23) _ Ov(wa,w3) | Ow(wa,T3)
X1 = + .
0x90x3 Oxs O

Zde opét na pravé strané stoji pouze funkce proménnych x5, x3, proto leva strana
nesmi byt funkci z1, tedy

0% f1(z2, x3)
81'281'3

Z (15.7) a (15.10) plyne integraci
fa(@1,m3) = =21 fa(w3) + fa(ws), (15.13)

fa(x1,22) = =1 fo(w2) + fo(w2).

Z posledni rovnice pravé strany systému (15.4), s uvazenim (15.5) a (15.13),

= 0. (15.12)

WS hes) | dfsles) | delen)  dfole)
4\T3 823 6(T2 9(x2
- = — . 15.14
1 dJU3 + dJZg i dl’g de ( )
Rovnice (15.14) miize byt splnéna pouze, jestlize
dfa(ws) d fe(z2)
=k = 15.1
d.’Eg kl dl’g ’ ( 5 5)
dfs(rs) _ b — ~ dfy(z2)
dl‘g 2 d,1‘2 ’
Tedy
fa(zs) = ks + ks,
fo(za) = —kima+ky, (15.16)
fe(zs) = koxs+ ks,
fo(ze) = —kawa + ke,

kde k; pro i =1, ...,6 jsou konstanty.
Porovname-li vyjadieni fi(z2,x3) rovnicemi (15.8) a (15.11), do nichz dosa-
dime z (15.16), dostavame

vpga3
2F

2
vpgx
% + k1xoxs + ksza + f5(x3) =

— k1zoxs + kyxs + f7($2). (1517)
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S ohledem na (15.12) musi pro fi(x2,x3) platit k; = 0, dtisledkem ¢ehoz dosté-
vame (spolecnou konstantu jsme nazvali k7)

2
fs(xs) = z/gggsg + kaxs + ke, (15.18)

2
vpgx
f7(x2) = gi?z + kaxo + k7.

Dosadime-li tedy do (15.11) z (15.16) a (15.18), plati

veg

°F (x% + 33%) + ksxo + kqxs + k.

fi(xo, x3) =

Dosazenim posledniho vztahu do (15.13) z (15.16) a polozenim k; = 0, dle
(15.18), dostaneme

fo(x1,23) = —ksz1 + koxs + ks,

fa(z1,x2) = —kaz1 — kozo + k.

Po dosazeni poslednich dvou vyraz do (15.5) obdrZzime vektor posunuti

Uy = % [.’b% —+ v (CC% + x%)] + k3o + kgxs + k7,
—vpgrix

Uy = % — kszy + koxs + ks, (1519)
—vpgrix

ug = % — kaz1 — koo + kg,

kde k5 az k7 ur¢ime z néasledujicich uvah. Pfedpokladejme dale, Ze valec je upev-
nén tak, Ze se nemuze otacet kolem osy x1, ani kyvat naptiklad v roviné x3 = 0
kolem bodu zavésu P. Fakt, Ze valec nemuize rotovat kolem x; znamenda na-
priklad, Ze pro bod (0,x2,0) je us = 0, z ¢ehoz, dosadime-1i do (15.19), plyne
ke = k¢ = 0. To, ze véalec nemize kyvat kolem bodu P v dusledku znamena
nemoznost posunuti bodt osy x1 ve sméru xo, T3, tj. pro 9 = x3 = 0 musi byt
uz = ug = 0, tedy k3 = kg = ks = 0. Pro 21 = [, 22 = 23 = 0 (bod P), musi
platit i u; = 0, dostavame tedy

pgl?
2

v =

Po dosazen{ hodnot ko az k7 do (15.19) dostédvame tedy finalni vysledek

P9

U = ﬁ[mf—ﬂ—l—u(x%%—x%ﬂ,

Uy = —VPQEWC{ (15.20)
—vpgaix

uzs = %.
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Nyni se podivejme, jak budou vypadat ptvodné rovinné prufezy valce.
Vzhledem k jeho symetrii staci, kdyz budeme zkoumat osovy fez z3 = 0.
Dosadime-li do (15.20) =1 = zg, dostavame z u; = y; — x1

y1 =z + L9 (2§ — 17 + vaj], (15.21)
2F

coZ jsou rovnice parabol, takze ve skutec¢nosti se rovinny prufez zméni v rotacni

paraboloid. Co se stane s pfimkou lezici na povrchu valce (tj. x2 = R)? Z (15.20)

plyne

vpgr1 R vpgr1 R
Uy = ———— —_

E E
Znovu to tedy bude pfimka, ale uz nebude rovnobézna s osou x1, ale bude se
k ni blizit s rostoucim z1, to znamend, ze deformovany valec se bude smérem
k horni podstavé zuzovat. Tyto vysledky jsou v osovém fezu x3 = 0 zndzornény
na (obr. 25). Carkované je naznaden nedeformovany vélec, plnou ¢arou jeho
deformovana podoba.

= ya=R-— (15.22)

Z1

\/

Obr. 25: K tloze 15.

Jesté si mlzeme povSimnout celkového prodlouzeni valce ve sméru z;.
Z prvni rovnice (15.20) plyne, Ze bod na ose valce (z2 = x3 = 0) klesne o tsek
délky

_ P9 2 2
Al—2E(l :c)

Tedy stfed spodni podstavy valce (pocatek soustavy soufadné) klesne o

PY ;2
Al = —=[°.
2F

Uloha 16. Urcete zménu objemu ocelové krychle o hrané 10 cm, na jejiz kazdou
sténu plisobi kolmo tlakova sila 3000 N.
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o

1l
L

Obr. 26: K dloze 16.

RESENI: Soustavu soufadnou zvolime jako na (obr. 26). Zménu objemu AV
miuzeme vypocitat pomoci linearniho invariantu tenzoru deformace

3
0= e
i=1

jako ¥V, nebot ¥ ma vyznam relativni zmény objemu elementu. P¥i uréeni
uzijeme jeho souvislosti (16.1) [8] s linedrnim invariantem tenzoru napéti

3
1
S =N 7 16.1
(3A+2u)®’ ) ;T (16.1)

Kde A\, i jsou tzv. Laméovy koeficienty, které mizeme nahradit pomoci konstant
v praxi uzivanych
G(FE - 2G)

3G—-E ’
kde G je modul pruznosti ve smyku, E je Youngtiv modul pruznosti v tahu.
Takze jedinou neznamou v (16.1) zistava ©, proto sestavime tenzor 7,;. Z pod-
minek rovnovahy kontinua (3.3), za pfedpokladu, Ze 1ze zanedbat objemové sily
G vzhledem k sildm napéti, plyne analogicky s (3.4)

M:G7)\:

Tii (@, Yy, 2) = Tij. (16.2)

Tedy slozky tenzoru jsou konstantni. Pro vSechny stény krychle dale musi platit
okrajové podminky (3.1), coz déva

pro ©=(-1,0,0), 71“: (%,0,0), % =—-m1+0+0,
0=—7914+0+0
0=-m314+04+0
3
pro 7=(0,-1,0), T=(0,%,0), 0=0—7124+0 ,
g:0—722+0
0=0—7324+0
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3
pro 7=(0,0,—-1), T=(0,0%), 0=0+0—713 .

0 = 0 + 0 — 723
% = 0 + O — 733
Takze vysledny tenzor napéti ma tvar

F
-5 0 0
Tij = o -£ o0 |,
F
0 0 -3
_3F
=<
Po dosazeni (16.4) do (16.1) dostavame
3F
9= AV TS
T Vo [3G(E-2G) '
—_— 42
sa—g ¢
Coz po dosazeni ¢iselnych hodnot dava
AV = —1,7 mm>.
POZNAMKA: Koeficient
3F
S _ 1
3G(F —2G) K
— = 4+ 2G
36— E

(16.3)

(16.4)

(16.5)

dava do souvislosti ptisobici tlak a jim vyvolanou zménu objemu. K se nazyva

modul stlacitelnosti.

34



Statika tekutin

Uloha 17. (pfevzato z [2]) Projektovand betonovd piehradni zed, o délce
e =50 m a vySce v = 20 m, mé pfi¢ny prufez tvaru lichobézniku, jehoz svisla
vnitini strana je v = 20 m, vodorovna zakladna spodni b = 12 m, horni ¢ = 2 m.
Hustota pouZitého betonu je pp, = 2400 kg.m 3.

a) Vypoctéte hydrostatickou tlakovou silu piisobici na zed, jestlize hladina vody
v pfehradé dosahuje horni hrany zdi.

b) Presvédéte se, jestli pfi zatiZeni hydrostatickou tlakovou silou podle a), je za-
jisténa stabilita pfehradni zdi proti preklopeni.

RESENT: Soustavu soufadnou zvolime dle (obr. 27).

Obr. 27: K tloze 17.
a) Na element plochy pfehradni stény ptisobi hydrostatické sila (obr. 28)

/2 Y1 12

v
ds
| Jdy
dx

z
Obr. 28: K uloze 17.
dF, = —pd§S,
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kde p je hydrostaticky tlak v hloubce (v — y) pod hladinou
dF, = —(v — y)pg dz dy(—Fk). (17.1)

Celkovou silu F}, ziskame integraci (17.1)

5 v
. - 1 .
F, = / /(v —y)pgkdxdy = ipgev%.
_e 0
2

Dosadime-li ¢iselné hodnoty B
|Fy| = 10® N.

b) K ovéfeni stability, je tfeba se pfesvédcit, jestli vysledny klopny moment
hydrostatické sily vzhledem k vnéjsi spodni hrané (ose z) zdi je mensi, nez
moment tihové sily k téze hrané. Moment elementarnich hydrostatickych sil

uréime ze vztahu B .
dMy, = 7 X dFy, (17.2)

kde 7 je polohovy vektor elementarni plosky dS vzhledem k ose otacent, dF, je
elementédrni hydrostaticka sila (17.1). Celkovy moment hydrostatické sily uréime
integraci (17.2)

B B 77 k
Mh = /(FXth)Z/ 0 Yy —b =
5 s 10 0 pg(v—y)daedy
v 5
= //ypg(v—y)dxdyi': épgev?’f. (17.3)
0 -5

Po dosazeni ¢iselnych hodnot vychézi
|My| = 6,7-10° N - m.
K uréeni momentu tihové sily rozdélime zed na 2 ¢asti (obr.31).
1. na hranol obdélnikového prifezu,
2. na hranol trojthelnikového prufezu.

Vysledny moment MG = M, + M, je souc¢tem momenttd 1. a 2. télesa vzhledem

n-oh (-9

v 2
T = |:07373(bc):|7
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T 2.
v &

T
Fair 0
Faz

c b—cx z

Obr. 29: K dloze 17.

kde V1 = ecv je objem ¢ésti 1., Vo = ev(b — ¢)/2 je objem ¢&sti 2. Moment télesa
1. vzhledem k ose x

B B 7 7 k .
Mi=71xFg1=|0 5 - (-5%) Z—PbV19<b—§)77
0

kde py, je hustota betonu.
Moment télesa 2. vzhledem k ose

— — ; j k
My=7yx Fga=1|0 5 —2(b—c) | = —5mVag(b—c)
0 —prlag 0

Tedy

- c 2 N
Mg = —puyg [Vl (b - 5) + Vgg(b— c)] 7,
|Mg|=1,3-10° N - m.

Zed bude stabilni proti pieklopeni, jestlize \Mg| > |]\7[h|, coZ je splnéno.
V praxi musi platit |Mg| > k|My|, kde k > 1 je mira bezpe¢nosti proti pFevrzeni.

Uloha 18. Mé&jme dva nafukovaci balénky stejného objemu, umisténé v auto-
buse. Jeden naplnény He (upevnény provazkem k podlaze) druhy plnény CO4
a upevnény ke stropu ve stejné vysi jako prvni. Urcete, jak se budou balénky
pohybovat, jestlize se autobus zac¢ina rozjizdét s konstantnim zrychlenim a a my

prestfihneme provazky (obr. 30).

Obr. 30: K tloze 18.

a
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x2

Faa i)

T3 Z1

Obr. 31: K tloze 18.

RESENTI: Balénky se budou pohybovat tim smérem, kterym bude piisobit vy-
slednd sila. Soustavu souradnou zvolime jako na obr. 31. Jedn4 se o neinercidlni
vztaznou soustavu pevné spojenou s autobusem. Kromé sil tithové a vztlakové
v ni piisobi i sily setrvaéné Fg = m(—a), kde @ = —at.

Na prvni balének pisobi tedy vysledna sila

Fy = Fo1 + Fyz + Fsy, (18.1)

kde Fg1 je tihova sila, Fg; je setrvacna sila a Fyg; je vztlakova sila pusobici na
)
prvni balének. V nasi soustavé souradné plati

Fa1 = —mig] = —pueVyg7,

Fs1 = mya?t’ = ppeVai.

Silu ﬁvm ur¢ime jako vyslednici elementarnich plosnych sil ptisobicich na balé-
nek

(Fvz1)i = %—pwdﬁ (18.2)
5
Vztah (18.2) 1ze, pomoci Gaussovy véty, prepsat do tvaru

_ [ 9
(Fvz1)i = / oz, dv. (18.3)
v

Vezmeme-li v ivahu, Ze plati rovnice rovnovahy tekutin ve tvaru [8]

gradp = P (FG1+ﬁ81),
peV

He
lze vyrazy Op/0x;, tj. slozky gradientu tlaku, nahradit
9p 9p 9p
et _r (| 18.4
G B = P Py = O (18.4)
kde p = konst. je hustota vzduchu. Dosazenim (18.4) do (18.3) dostavéame

Fyz1 = (—paV, pgV,0).
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Dosadime-li tedy vyjadieni pro Fg1, Fs1, Fyzi do (18.1), dostavame

—

Fy = (Va(pre — p), Vg(p — pue),0) . (18.5)

Zcela analogickym postupem uréime ﬁz, tj. vyslednou silu pusobici na druhy
balének
Fy = Fga + Fyza + Fso, (18.6)

Faz = (0, —pco,Vg,0), Fsa = (pco,Va,0,0).

Fyzz vychézi rovna Fyzi = (—paV, pgV, 0).
Dosazenim téchto vztahti do (18.6) dostavame

—

Fy = (Va(pco, —p),Vy(p — pco,),0). (18.7)

Uvézime-li platnost nerovnosti pge < p < pco,, lze alespont schematicky zné-
zornit vysledky (18.5) a (18.7) do obrazku (obr. 32).

PN
%
@@

Obr. 32: K tloze 18.

POZNAMKA: Stejné jako se He balének pohybuje ve sméru sily F}, naklonil
by se ve sméru sily F; plaminek svicky. Ten mifi vzdy ve sméru vztlakové sily
(teplejsi vzduch stoupd).

Uloha 19. (ptevzato z [5]) Uréete priibéh tlaku v kapaliné umisténé v nddobé
rotujici konstantni tthlovou rychlosti & kolem svislé osy o (Newtonovo védro)—
viz obr. 33.

Obr. 33: K dloze 19.
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RESENT: Soustavu soufadnou zvolime dle (obr. 34). Tato soustava je pevné
spojena s nadobou, je to soustava neinercialni. Pdsobi v ni sila odstrediva a
Coriolisova sila, ta se ovSsem neuplatni, protoze kapalina se otaci spolu s nado-
bou, a tedy rychlost ¢astic kapaliny viic¢i neinercialni soustavé je nulova. Jediné
pusobici objemova sila je sila tihova. Odstrediva sila, vyjadiena jako objemova,

r1 =0

S

o)

K44 To

T3
Obr. 34: K tloze 19.

ma slozky

F° = (0, pw?zy, pw?zs).

Objemova tihova sila B
FG = (_pgaoao)

Vyslednou objemovou silu F = F° 4+ FC dosadime do rovnice rovnovahy

tekutin [8]
grad p=F.
Ve slozkovém vyjadrieni
dp
axl - pg)
W,
81'2 ’
9 = pwizs
8333 ’

Z prvni rovnice (19.2) plyne integraci

p = —pgr1 + fi(x2, x3).

Dosazenim (19.3) do (19.2) dostavame

Of1(w2,23)
8LE2

2
= pw sy,
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integraci

w23
f1(562,1‘3) = P 2 2 + f2($3). (194)
Uzijeme-li tfeti rovnice (19.2)
dfs(x
Integraci obdrzime
w22
folzs) =2 5 2tk (19.5)

Dosazenim (19.5) do (19.4) a (19.4) do (19.3) dostavame celkové vyjadreni tlaku
v kapaliné

_ pw® o
p=—pgr1 + - (23 4+ 23) + k. (19.6)

Hodnoty konstanty k& mtzeme urcit, jestlize zname absolutni velikost tlaku v né-
kterém bodé rotujici kapaliny. Plochy konstantniho tlaku (izobarické plochy) pro
p = K jsou rotacni paraboloidy. Z (19.6) plynou jejich rovnice

2 k- K
2 (224 22) + .
29 (72 +23) pg

I =

Jednou takovou plochou je i hladina rotujici kapaliny.
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Pohybové rovnice idealnich
tekutin

Uloha 20. (pievzato z [7]) Krychle o hrané a je naplnéna az po okraj vodou.
V jejim dné je otvor o prufezu S (obr. 35). Za jakou dobu se krychle vyprazdni?
Porovnejte tuto dobu s dobou pottebnou k vytoku téhoz mnozstvi vody, jestlize
by hladina ztstavala pfitokem nové vody stéle ve stejné vysi.

RESENT: Je-li hladina ve vysce h, elementarni objem, ktery z nadoby vytece

dh b

a

Obr. 35: K tloze 20.

je roven

—dV = Svdt, (20.1)

kde S je prufez otvoru a v je okamzitd rychlost vytoku kapaliny.
Dle Torricelliho vzorce pro rychlost vytoku kapaliny otvorem v hloubce h
pod hladinou plati
v = +/2gh, (20.2)

kde h je okamZitd vyska vodniho sloupce nad otvorem. Dosadime-li tedy (20.2)
do (20.1) dostavame

—a*dh = S+/2ghdt.
Separujeme-li proménné a integrujeme

t

0
/ a? / dh
dt = — —,
Sv2g ) Vh

0
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tedy
‘P 2\/aa?
- SV2g°
Jestlize by hladina ztistavala stale ve stejné vysce, neménila by se ani vyto-

kové rychlost kapaliny. Takze v’ = y/2ga a (20.1) bude platit v elementdrnim
tvaru V = Svt’, z ¢ehoz

(20.3)

, V ad
= — = . 2 .4
t Sv  Sy2ga (20-4)

Porovnanim (20.3) a (20.4) vidime, ze

t=2t,

coz znamenad, ze bude-li voda do nadoby pritékat, totéz mnozstvi vody vytece
za poloviéni cas.

Uloha 21. (ptevzato z [7]) Urdete, jaké mnozstvi vody vytede z nadoby za
vtefinu obdélnikovym otvorem o zakladné b a vysce a, je-li nadoba tak velka, ze
hladina vody v nadobé prakticky neklesa, a je-li otvor tak vysoky, ze rychlost
vytoku nelze povazovat za konstantni. Horni okraj otvoru je v hloubce h pod
hladinou (obr. 36).

|
h

dh

Obr. 36: K tloze 21.

RESENI: S uzitim (20.1) pro velikost elementarniho tbytku objemu kapaliny
plyne
dV =dSwvdt, (21.1)

kde dS je elementarni plocha otvoru. Vyjadfenim dS v (21.1) dostédvame

v’ = % = by/2gh dh,

a tedy integraci

L3

h+a
] _ V2 [(h+a)%—h
. 3

[SCRN )

h+a
V’:b\/@/ \/ﬁdh:b\/@[
h
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Za jednu vtefinu tedy otvorem vytece objem

V/ — Qb@
3

[(h+a)% - hj .
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Dynamika vazkych tekutin

Uloha 22. (pfevzato z [4]) Uréete rozlozeni rychlosti pohybu nestlacitelné
vazké tekutiny, mezi dvéma souosymi valcovymi plochami, rotujicimi obvodo-
vymi rychlostmi kolem spole¢né osy, v, pro vnitini plochu o poloméru a, v, pro
vnéjsi plochu o poloméru b (obr. 37).

Up

Obr. 37: K tloze 22.

Obr. 38: K tloze 22.

RESENTI: Soustavu soufadnou zvolime dle obr. 38. Na zikladé symetrie pro-
blému lze predpokladat, Ze proudéni je vzdy tangencidlni a ze jeho rychlost je
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zavisld jen na r, tj. v = v(r). Kazda ¢astice tekutiny ve vzdalenosti r od spole¢né
osy , se pohybuje po trajektorii dané rovnicemi

1 = rcoswt, (22.1)

To = rsinwt,

kde w = v/r. Slozky rychlosti tedy jsou
V1 = 1 = —wWTa, (22.2)

Vo = Cf,’g = Wxy.

Z Navier-Stokesova zakona [8] plyne pro slozky tenzoru napéti
Tij = —pdij + N0y 0 + 2Més;, i,j = 1,2, (22.3)

kde A je druhd vazkost (pro nestlacitelné kapaliny je nulovd), 7 je dynamickd
vazkost. Nas bude zajimat viskézni smykové napéti ve vzdalenosti r od osy.

Z (22.3) plyne
_ 8’1)1 + 8’()2
T19 = — +=—].
12 H 8952 8x1

Dosazenim z (22.2) dostavame

0 0 ow ow
=7 | —(— — =70 21— — 2o 22.4
Tz =H &Tg( wrz) + 0z wh)} a [mlaxl 2 8@} (224)
Vzhledem k symetrii naseho problému mizeme zavislost v = v(r) zkoumat

v libovolném sméru. Zvolme napiiklad smér osy z1. Pak 29 =0 a 0w/Jdze = 0
tedy (22.4) prechézi v
o dw
(T12)zy=0 = ,W”Ey
protoze x; ziskalo vyznam vzdalenosti od osy rotace. Nyni ur¢ime moment sily
ptisobici na valcové plose o poloméru r a vysce [

dw
M = 1(T12)z,=05 = 27rﬁlr3d—. (22.5)
r
Uvazujeme-li ale jiz ustalené proudéni (v tekutiné neexistuje tthlové zrychleni)
vysledny moment sily ptisobici na valcovou vrstvu mezi r a r + dr musi byt
nulovy pro libovolné r, tj. M musi byt nezavisly na r. To znamen4, ze v (22.5)
musi platit
dw
3
r’— = A. 22.6
dr ( )

Integraci (22.6) dostavame

w(r)=—— +B. (22.7)



Konstanty A, B uréime z podminek

w(a) = wq,
w(b) = wp.
Dostavame 0212
A= m(wb — Wa)s

b2wy — a’w,
b2 _ g2

Dosazenim (22.8) do (22.7) tedy ziskdme

B= (22.8)

2a20% (wp — wa) | V2w — a’w,
wr) = 2r2(b2 — a?) b2 — a?

Uvéazime-li, ze plati v = wr, nasli jsme hledanou zavislost. Chceme-1i zjistit
velikost momentu sily, pouze se vratime k rovnici (22.5) s uzitim (22.6) a (22.8)
Anmila’b?
M= g (@ —wa).

Tento vztah se standardné vyuzivd k meéfeni dynamické viskozity @, kdy se
silomérem méri sila potfebnd k udrzeni vnéjsiho vélce v klidu. Zkusme jesté
vypocitat

lim w(r).

i w(r)
Vysledkem je samozfejmé w,, protoze w(r) je, na ndmi uvazovaném intervalu,
spojita. Jak lze tento vysledek interpretovat? Mezni vrstva tekutiny se pohybuje
stejnou rychlosti jako sténa—tekutina tak zvané Ine ke sténam. Tento zavér plati
pro viskézni tekutiny obecné.

Uloha 23. (ptevzato z [4]) Motivace pro zavedeni Reynoldsova é&isla . Vyjdéme
z Navier-Stokesovy rovnice pro vazkou nestla¢itelnou tekutinu [8]

ov

v 1
ot

+ (@ V)i=G— pvp+%m. (23.1)

Predpokladejme, Ze jediné sily piisobici na jednotku hmotnosti jsou konzerva-
tivni, tj. G = V. Uzijeme-li vektorové identity

1
(T-V)T = (V x0) x T+ §w2,
1ze (23.1) psat ve tvaru
ov

EJF(VM) x6+%Vv2:Vg0—%Vp+%AU.
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Protoze nas zajima pouze pole rychlosti, mizeme z nagich rovnic vyloucit tlak.
Aplikujeme-li na posledni rovnici operator rotace a uvédomime si, ze p = konst.
a rotace libovolného gradientu je nulova, dostavame

%(Vxﬁ)—i—Vx(Vxﬁ)xﬁ:

NS

A(V x 7).

Zavedeme-li do posledni rovnice vektor virovosti vztahem Q@ = V x v, ziskdme
koneény tvar rovnice

-~ . O, =
— +V x(Q ==A0 23.2
o +V x (2 x ¥) Pl (23.2)
ktera spolu s rovnicemi B
=V x7, (23.3)
V-7=0 (23.4)

plné popisuje virové proudéni vazké nestlacitelné tekutiny. Rovnice (23.4) po-
pisuje nami predpokladanou nestlacitelnost. Nyni feSme nasledujici problém.
Chceme najit feSeni rovnic (23.2) a (23.3) v piipadé obtékani dlouhého vélce
s prumérem D nestlacitelnou vazkou tekutinou za podminky, ze rychlost ve velké
vzdalenosti od osy valce je konstantni

7= (V,0,0), pro 2?+y*+22> D,

zatimco na povrchu vélce je nulova (s pfihlédnutim k zavértim tlohy 22)

2

Uy = vy = v, =0, pro x2+y2:T.

Toto plné urcuje nas matematicky model. Z predchozich rovnic vidime, ze v tloze

vystupuji étyfi rizné parametry 1, p, D, V. Nyni snizime tento pocet. Provedme
transformaci

x=2'D,
y=1y'D, (23.5)
z=2'D.
Podobné transformujme rychlost v
v=1'V. (23.6)

Ve velké vzdalenosti, je v'rovno 1. Témito transformacemi jsme zménili jednotky
délky a rychlosti, nyni musime piedefinovat i jednotky ¢asu. Novou jednotkou
¢asu budiz D/V

D

/!

t=t'3 (23.7)

V naSich novych jednotkdch se derivace v rovnici (23.3) zméni z 9/0z na
(1/D)(0/0x') a podobné. Rovnice (23.3) se zméni na

ﬁ:Vxﬁ:%vxﬂ—%ﬁ. (23.8)
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Nasge hlavni rovnice (23.2) potom zni
o5y
ot

Vsechny konstanty se sousttedily do jediného ¢initele, oznac¢ovaného dle dohody

1/%.

+V x (ﬁ’ X 5’) - WLDA’Q'. (23.9)

R = %VD. (23.10)

Jak lze tento vysledek interpretovat fyzikalné? Vyfesime-li problém obtékani
urcéitou tekutinou pro jednu rychlost Vi a urcity polomér valce D;, a pak se
zajimame o obtékani v pripadé jiného poloméru a jiné tekutiny, bude proudéni
stejné pri rychlosti V5, kterd odpovida stejnému Reynoldsovu ¢islu R, tedy pii
R, = §WD1 = fiszz =Ry,
My Ha

Pro kazdé dvé situace, které maji stejné R, se budou proudéni ,,chovat® stejné—
budou podobnd.

Uloha 24. (pfevzato z [3]) Urcete rychlost disipace energie (pfemény mecha-
nické energie v teplo) v objemové jednotce pro vazkou nestlacitelnou tekutinu.
RESENTI: Budeme vySetiovat bilanci mechanické energie A za ¢as dt. Uvazujme
v tekutiné libovolny prostor o objemu V', ohrani¢eny uzavienou plochou S. Ki-
netické energie tekutiny obsazené v objemu V je dana vyrazem

1 1
T:/Epvde:/ipvividV, (24.1)
% %

takZe pro jeji zménu za Cas dt plati

dy;
dT = /pvid% dedV. (24.2)
v

Objemova sila é, vztazend na jednotku hmotnosti, pisobi na hmotnost pdV
objemového elementu dV silou G pdV . Pti posunuti ¥ dt tohoto elementu vykona
praci G- vpdtdV = G;v;pdt dV, takze prace objemovych sil ptsobicich v celém
objemu V je rovna

/ Gi’l}ip dedV.
14

1%
Déle uréime praci vnitfnich sil (napéti) na ploge S. Jsou-li T; slozky vektoru
napéti Iu’, pusobiciho na plosny element dS plochy S, pak prace plosné sily
> > v
TdS za Gas dt je ddna virazem T - #dt dS =T} v; dt dS. Uzijeme-li vztah (1.2),

dostaneme pro celkovou praci vyraz

%TijVj'Ui dtds.
S
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Pro celkovou préaci dA objemovych a plo$nych sil za dobu dt tedy plati

\4 S

Pfevedeme-li plosny integral na objemovy (pomoci Gaussovy véty) a uvazime-li,
Ze obecné pohybové rovnice tekutin, vztazené na jednotku hmotnosti, maji tvar
(8]

107, ij 81)1' é)vi

Gi = T, j )
p Ox; * at (%jvj

dostaneme postupné

or,

_ 9 _ L 0T L O _
dA = / {pGZvz + oz, (val)] dvdt = / KPGZ + oz, ) v; + Tij axj] dvdt =
v v

d’Uz' 8’Uz'
1%

Druhy ¢len integrandu lze upravit nasledovné

an 1 ( 8'Ui an ) 1 ( 8”Ui (%j

Tij%j - Tij§ 6$j + 8.231 Tij§ (937]‘ B 8.131

) = Tijéij + Tijdjija (244)

kde vyznam é;;, w;; lze nalézt napi. v [8]. Ze symetrie 7;; a antisymetrie w;;
plyne 7;;w;; = 0, pak s pfihlédnutim k rovnici (24.2) mame

dA =dT + /Tijéij dV dt.
\%

Dosadime-li v této rovnici za 7;; z (22.3) a vezmeme-li v tvahu podminku ne-
stlacitelnosti tekutiny, dospéjeme k vyrazu

dA = dT + 2ﬁ/éijéij v dt.
|4

Z této rovnice je vidét, Ze pouze ¢ast prace objemovych a plosnych sil dA se
spotfebuje na zménu kinetické energie T', zbytek této prace se pfeméni v teplo
(je-li tekutina nestlacitelnd). Pro ztratu mechanické energie za jednotku éasu
(tj. disipovany vykon) tedy dostévame vyjiadieni

E = Zﬁ/éijéij dv,
14

kde veli¢inu E nazyvame disipacni funkce. Lze zavést i hustotu disipovaného
vykonu vztahem )

dE

v - 2@ é;5é4; dV. (24.5)
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Uloha 25. (pievzato z [3]) Odvozeni rovnice pro tok tepla v proudici stla¢itelné
tekutiné.

7 vykladu uvedeného v tloze 24 je zfejmé, ze zdkon zachovani energie mu-
sime uvazovat v obecnéjsi formé, tj. musime prihlédnout i k tepelnym zménam
v proudici tekutiné. Hledanou rovnici pro tepelny tok si odvodime pro tekutinu
stlacitelnou.

Uvazujme tekutinu, jejiz vnitini energie je pouze funkci teploty .
Predpokladame-li, ze tekutina obsazend v objemovém elementu dV ma vnitini
energii ¢, p v dV, pak vnitini energie U v objemu V je rovna

U= /cvpﬁdV, (25.1)
%

kde ¢, je mérna tepelnd kapacita tekutiny (na jednotku hmotnosti) pfi stalém
objemu. Déle predpokladejme, Ze ¢, je konstantni.

Pti pohybu viskézni tekutiny musime vzit v ivahu i sdileni tepla, které se
miize dit vedenim, zafenim apod. Mnozstvi tepla, které vedenim za jednotku
¢asu projde ploskou dS, je podle Fourierova zdkona piimo imérné spadu teploty
a plosnému obsahu plosky d.S, takze plochou S projde vedenim za jednotku ¢asu

mnozstvi tepla
oY
— 25.2
F s as, (25.2)
S

kde v je vnéjsi normala plosného elementu dS a k koeficient tepelné vodivosti.
V dalsim vykladu uvaZujeme jen tuto formu prestupu tepla, tj. zanedbavame
napiiklad i zmény vyvolané zarenim.

Zakon zachovani energie vyjadiuje skutecnost, Ze ¢asova zména kinetické a
vnitén{ energie tekutiny se rovnd vykonu (praci za jednotku ¢asu) vnéjsich a
tlakovych sil a teplu, které uvazovany obor tekutiny ziskal vedenim za jednotku
¢asu. S pfihlédnutim ke vztahiim (24.1), (25.1) a (25.2) mizeme tedy pséat

d 1
3 /ipvivi dV—i—/cvp??dV = (25.3)
v v
oY
= [ GivpdV + ¢ 135050, dS + k%dS.
v s s

Zde se integrace vztahuje na tekuty objem V a jemu pfislusnou plochu S.

Nyni se budeme snazit prejit od integralni formulace zakona zachovani ener-
gie (25.4) k formulaci diferencialni. K tomu u¢elu musime na levé strané (25.4)
provést naznacenou derivaci a na pravé strané pak potiebujeme prevést integraly
plosné na objemové. Vzhledem k rovnici kontinuity ve tvaru

d
Z(pdV) =
gPdV) =0

o1



mizeme levou stranu (25.4) psat takto

d

1 dv; dd
el DU = — R 25.4
g” /zpvlvldV—F/cvpﬂdV /pvl dV—&—/cV g pdV.  (25.4)

%4 14 14 14

Na pravé strané (25.4) upravme nejprve posledni ¢len. Jelikoz pro derivaci
ve sméru normaly mizeme psat

00 _ 09
v Oz,

Vi,

dostavame uzitim Gaussovy véty

7( 9 45 = f S dS = / a%( (“)xz) av. (25.5)

Pokud jde o druhy ¢len na pravé strané rovnice (25.4), je pfevedeni plosného
integralu na objemovy ihned zfejmé

0
1%

S

Po vSech téchto upravach nabyva rovnice (25.4) tvar

dv; dy 0 oY 0
/ [pvl g +pey— T —pGiv; — 9z (k 6‘zz> oz, (Tijvi)} dV =0.
v

Jelikoz byl objem V' zvolen libovolné a vSechny funkce, popf. jejich derivace,
povazujeme za spojité, plyne odtud

dvi dv 0 o0 0
PUigs +pev— i =pGiv; + 92 <k8x ) + %(Tijvi). (25.7)
i J

To je hledana rovnice pro tok tepla. Lze ji upravit na prehlednéjsi tvar pomoci
rovnic (22.3), (24.4), obecnych pohybovych rovnic tekutin ve tvaru

d 1074
—U = — TJ + GZ
dt  p Oz,
a rovnice kontinuity v tprave
dp 811]
— =0. 25.8
r5e (25.8)

Pak pro posledni ¢len v (25.7) dostdvame vyjadient

0 Ory, v v

[T — pGivi + Tijéij,



jehoZ pouzitim nabyva rovnice (25.7) tvaru

dd 0 oY — . Oy
b I —5. 2 o) e
pevy oz, (kﬁx) + ( 0iip + A0y o2, + ue”> €ij

Ptihlédneme-li znovu k rovnici kontinuity, dostaneme po upravé konecny tvar

rovnice
a9 pdp 9 [, W\ [0\ . .
A e % 2Ty, 4. 25.

PO pdt  Ox; (kaxl) i (('hj TR G (25.9)

Uloha 26. S vyuzitim vysledki tlohy 24.

a) (pfevzato z [4]) Reste: Dno $irokého bazénu je pokryto tenkou vrstvou vody
(nebo néjaké jiné nestlacitelné kapaliny s dynamickou viskozitou fz). Na hlading
vody pluje tenka dfevénd deska, jejiz spodni strana je ve vzdalenosti d ode dna
bazénu. Vsechny ostatni rozméry desky jsou mnohem vétsi nez d. Deska se po-
hybuje vodorovné malou rychlosti w (obr. 39). Uréete rychlost disipace energie

€2
w

——

—

d

| E—

O T
Obr. 39: K tloze 26.

v jednotce objemu ve vodé v blizkosti stiedu desky.

b) Uréete rychlost disipace energie v jednotkovém objemu pro staciondrni prou-
déni vazké nestlacitelné tekutiny trubici s kruhovym priifezem ve sméru jeji osy,
je-li pribéh rychlosti v prifezu dan rovnici

P1— D2, 9 2
v = 17 (R* —r7), (26.1)
kde (p1 — p2)/l je rozdil tlakti ve dvou mistech na ose trubice vzdalenych o I,
71 je dynamickd viskozita, R je polomér trubice a 72 vzdalenost hmotnostniho
elementu od osy trubice.
RESENI: a) Vzhledem k poznamce za tilohou 7 budeme ptedpoklddat rovnice
pohybu kontinua ve tvaru (7.1). Slozky tenzoru rychlosti deformace é;; [8] jsou

8’01

€11 = 8_x1 )
. . 1 (9’01 + 8112
(& = e = — —_— _— = —
12 2 2 8962 8:101 27
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€13

€23

€22

€33

_ oy = (O
B S 2 (9$3
- ¢ - 1 81}2
a 82 2 (9.1‘3
(91)2
= 873;2 = O,
(91}3

67)3

am> =0,
8’03 o
a—) =0

Hustotu disipovaného vykonu tedy urc¢ime z (24.5)

dE
dv

= Qﬂeijeij.

Provedeme-li naznacenou dvojitou sumaci, dostavame

AE o0 o L2 L2 a2 12 L2 L2 L2\ o—os2 -
v - 2M(ET) + ély + €15 4 €5y + €35 + oy + €5, + €3, + €33) = 21 2¢T, = k.
Konstantu k uréime z podminky v;(d) = w, tedy k = w/d. Po dosazeni za k lze
tedy psat )

dF __w

av M

b) Zvolime-li soustavu soufadnou tak, aby smér proudéni odpovidal sméru
osy x1, tedy v = vy, va =0, v3 = 0, 1ze (26.1) psat ve tvaru

2 2 2
vy = k(R* — x5 — x3),
Vo = V3 = 0,

kde k jsme oznaéili vyraz (p1 — p2)/4fl. Nyni uréime slozky tenzoru é;

8’1}1
5 = —:07
€11 o2y
by = b= 2 (2 OV g,
12 = e =g Oz 011 ) 2,
by = e (20U Ly,
13 = G175 o150z ) 35
bos = b S (Ov2 O
2 T 62T Ozs 0my)
8’1)2
5 = —:0
€22 81'2 )
81}3
: = — =0.
€33 Oz
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Vztah (24.5) lze tedy rozepsat analogicky s pfipadem a). Po dosazeni dostavame

e _ . . _
—o = 2726, + 2¢i5) = 4k (23 + a3).
dVv

Dosadime-li zpét za k a (23 + 23), lze vysledek psat

dE - (Pl —P2)2 r2

v~ 4p2

Uloha 27. (ptevzato z [3]) Urcete
a) rozdéleni rychlosti v prifezu pfi proudéni viskézni nestlacitelné tekutiny mezi
dvéma rovnobéznymi sténami.
b) pomoci rovnice pro tok tepla (25.9) pribéh teploty v prifezu pro proudéni
z Casti a).
RESENTI: a) Pohybové rovnice viskézni tekutiny lze exaktné integrovat jen v né-
kolika pfipadech. Jednim z nich je nase tloha. O pohybu tekutiny pfedpokla-
dejme, ze se déje jen ve sméru jedné osy, napr. x, takze v kazdém okamziku
plati

vy # 0, vy =0, v, = 0.

Pro jednoduchost zanedbdme objemové sily (takze pohyb tekutiny je stacio-
narni), tj. polozime G, = G, = G, = 0. Jelikoz dle pfedpokladu je tekutina
nestlacitelnd (p = konst.), redukuje se rovnice kontinuity (25.8) v uvazovaném
pripadé na podminku

vy
=0. 27.1
o (27.1)
Pozadavek stacionarnosti je dan podminkou
Ovy
— = 0.
ot

Za téchto predpokladi vede Navierova—Stokesova rovnice (23.1), rozepsand pro
vSechny tfi slozky, na soustavu rovnic

1 - 2 2
0:__@_’_& 0%vy 00y 7
poxr  p \ 0y? 022
1
_1op

- poz

Z poslednich dvou rovnic je vidét, ze (dynamicky) tlak p neni funkci souradnic
y a z, takze muZe byt funkci pouze z, tj. p = p(x). Z rovnice (27.1) plyne, Ze
v, neni funkcei = a mize tedy byt funkei y a z, v, = v = v(y, 2). PiSeme-li prvni
rovnici (27.2) takto
2 2
10p _ 0%, | 070 (27.3)
noxr  Oy? 022
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je prava strana posledni rovnice z&visld jen na y a z, levd jen na z (o @ pred-
poklddame, Ze je konstantni). Tuto rovnici lze tedy splnit, jen kdyz jeji leva i
prava strana je rovna téze konstanté. V dalsich ivahach povazujeme tedy vyraz
(1/1)(0p/0x) za konstantni.

Predpokladejme, Ze tekutina proudi mezi deskami pfimocare, ¢ili ze jde o po-
hyb laminarni.

Vzdélenost obou desek nechf je 2h, jedna deska nechf se pohybuje konstantni
rychlosti U; ve sméru osy x, druhd pak ve stejném smeéru konstantni rychlosti
Us. Jelikoz v neni zavislé na x, bude pohyb tekutiny v kazdé roviné kolmé na
osu x, tj. kolmé na smér proudéni, stejny. Pocatek O soustavy souradnic zvolime
uprostfed mezi deskami a osu z kolmou na roviny desek. Jelikoz tekutina Ine ke
sténam desek, méa pfi sténé stejnou rychlost jako stény, takze v nasem pripadé
mame okrajové podminky

v = U, pro z=-+h, (27.4)
v = U, pro z=—h.

Problém povazujeme za rovinny, takze pribéh proudéni je stejny ve vSech ro-
vindch rovnobéznych s rovinou zy. Pak ale v neni funkei y, tj. v = v(z), takze
rovnice (27.3) nabyvé tvaru

d>v  10p
— = —— = konst.
dz2 oz ons
Odtud integraci dostavame
1 dp ,
=_——= . 27.
v 2ﬁ8x2 +Ciz+ O, (27.5)

Z podminek (27.5) plyne pro integra¢ni konstanty C; a Cy vyjadieni

1
Ci = ﬁ((ﬁ —Uy),
1 1 0p, s
== ———h
C 2(U1+U2) 2n 0z’
takze hledané reseni ma tvar
1 Op,s o o 1
=———(h* — — (U, — U —(Uy + Us). 27.6
v 2ﬁax( ) + 57 (U1 = U2) + (UL + ) (27.6)

Toto je parabolicky zdkon rozdéleni rychlosti. Nyni vySettime pfipad, kdy obé
desky jsou v klidu, tj. U; = Uy = 0, takze pro rychlost mame vyjadieni
1 Op
=——_—(h*=2%). 27.7
V=g ot ) (27.7)
Rychlost proudéni je nejvétsi uprostied desek (z = 0), kde nabyva hodnoty
- % 92
27 Ox

vmax -

(27.8)
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b) Nejdrive si uréime slozky tenzoru rychlosti deformace é;;. Z defini¢nich rovnic

8
. l 81),‘ + 8vj
“ =93\ 0x; " O

plyne, Ze pouze é,, je rtiznéd od nuly a je rovna

1 dp
.wz:—__ . 27.
é 2u8x2 (27.9)

Z rovnice pro tok tepla (25.9)

W pdp 8 [, 90\ <[\ __. .
oo — ok = k M2l ) +2mes ey
P p dt 01‘,»( 6%) * (8xj> ARGy Gl

(25.9) miZzeme urcit zmény teploty v proudici tekuting. P¥i jejim pouziti pred-
pokladejme, Ze ve vSech mistech obou desek mame tutéz teplotu ¥, tj.

¥ = Vo, pro z = th. (27.10)

Pak mtzeme dale predpokladat, Zze ¥ nebude zavislé na x, tj. 99/0x = 0 a
z dvodu stacionarnosti nebude 9 zavisla na ¢. Pak je zfejmé, ze leva strana
posledni rovnice vymizi, nebot p je konstantni.

Na pravé strané této rovnice prostfedni ¢len vypadne, nebof tekutina je
nestacitelnd a tedy 0v;/0x; = 0. Tak dostdvame pouzitim (27.9) rovnici

a2y, 29 1 (op\° ,

Zde jsme predpokladali, ze koeficient tepelné vodivosti k neni funkci mista. Déale
budeme o ném a také o dynamické viskozité @ predpokladat, ze nejsou zavislé
na teploté.
Jelikoz ¥ je funkci jen z, neni obtiZné rovnici (27.11) integrovat. Vyjadiime-li

Op/dx z rovnice (27.8), tj.

@ _ 2 ﬁvmax

or hz
dvoji integraci (27.11) dostavdme FeSeni ve tvaru

—n 2
ko = —“;’ij 24 4 Dyz + Do,

kde Dy, D5 jsou integraéni konstanty. Ty uré¢ime z podminek (27.10). Po jedno-
duchych tpravach mame vysledek
=2

_ Mumax 4 4
¥ =199+ kA (h Z)

Tim jsme urcili priibéh teploty pfi proudéni viskézni nestlacitelné tekutiny mezi
dvéma rovnobéznymi nepohyblivymi deskami.
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Dodatek

Vypis programu pouzitého pro numerické feSeni rovnice (13.10)
http://www.octave.org. Obr. 21 odpovidd hodnotdm parametrai k£ = 15,
so = 7w/8, a« = 0.53; obr. 22: k = 17,89 = 7/3.5,a = 7.87; obr. 23:
k=18,s0 =3.17/3,a0 = 3.4.

# Diferencidlni rovnice pro ohyb tyce

# Vestavéné funkce programu octave

# metoda stfelby: E. Vitasek, Numerické metody, SNTL Praha 1987
clear *

format long

# gset yrange [0:]

gset nokey

HHHH
# Konstanty

B s s s s s 2
# k=F/(ExI)

global k=18;
s s e
# Zadani vstupnich parametrd
g s S s s s s
B S s s s s s s s s s s s s T
# Polateéni podminky pro diferencialni rovnici
s e s s
HHHH
# Pocateéni podminky

global s0=3.1*pi/3;

global alpha=3.4;

#

global deleni=100;

s=linspace(0,1,deleni)’;
s s s s s 2
# ReSeni diferencidlni rovnice
s s s s g g g
function rdot=fce(theta,s)
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global k™alpha
rdot=zeros(2,1);
rdot (1)=theta(2);
rdot (2)=-k*sin(theta(1));
endfunction
tv=1sode("fce", [s0,alphal,s);
B s s s s s s s T
# Vykresleni zavislosti
B s s G i g e g g g
y=—tv(:,2)/k;
for i=1:rows(tv)

x(1)=0;
# y(i)=0;

for j=1:i

x(1)=x(i)+1/deleni*cos(tv(j,1));

# y(i)=y(i)+1/deleni*sin(tv(j,1));

endfor
endfor
#plot(s,tv(:,1),°3’)
#hold on
#plot(s,y,’3’)
gset size square
gset noborder
gset noxtics
gset noytics
plot(x,y,’3”)
#hold off

# END OF FILE ####H###HH A
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