
Michal Bedna�ík
�VUT – FEL, katedra fyziky

Technická 2
166 27 Praha 6

e-mail: bednarik@fel.cvut.cz



Akustika

Fyzikální Technická Fyziologická a
psychologická

Tekutin

Pevných
látek

Nelineární Lineární



Klí�ová témata prezentaceKlí�ová témata prezentace

Základní modelová rovnice nelineární 
akustiky
Nelineární útlum, satura�ní jev
Potla�ení satura�ního jevu



Základní rovniceZákladní rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v



Základní rovniceZákladní rovnice

( )2 1
3

p
t

ρ η ς η∂� � � �+ ⋅∇ = −∇ + ∇ + + ∇ ∇ ⋅� � � �∂� � � �

v v v v v

�Navierova-Stokesova pohybová rovnice

�Rovnice kontinuity

( ) 0
t
ρ ρ∂ + ∇ ⋅ =

∂
v

�Rovnice toku tepla

( )2 22
2 3

i k l
ik

k i l

v v vs
s

t x x x
ηρθ δ ς κ θ
� �∂ ∂ ∂∂� �+ ⋅∇ = + − + ∇ ⋅ + ∇� �� �∂ ∂ ∂ ∂� � � �

v v

�Stavová rovnice
( ),p p sρ=



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice
Modelová

rovnice
v 2. p�iblížení



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �

ϕ= ∇v



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �

4 1 1
3 V p

b
c c

η ς κ
� �

= + + −� �� �
� �



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �



KuznKuzn�covova �covova rovnicerovnice

( )
22 3

2 2
02 2 3 2

0 0 0

1b
c

t c t t c t
ϕ ϕ β ϕϕ ϕ ϕ

ρ
� �∂ ∂ ∂ − ∂� �− ∇ = − + ∇ ⋅∇	 
� �∂ ∂ ∂ ∂� �	 
� �

[ ]L ϕ+



Charakteristické vzdálenostiCharakteristické vzdálenosti
Nelineární délka
Difrak�ní délka
Disperzní délka
Disipa�ní délka

Nx

DFx

DPx
DSx Chování akustické vlny

ur�ují relace mezi 
charakteristickými délkami

P�edstavují vzdálenosti,
na kterých se projeví 
nelineární, difrak�ní,

disperzní a disipa�ní efekty

DFx → ∞ DPx → ∞aP�edpoklad: N DSx x�
DS

N

x
x

�Po�et harmonických
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2 cos
ω ω ω ω ω α
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� � � �� �c c c c c

Spln�ní synchroniza�ní podmínky:: 1k 2ka

1 2c c=
jsou kolineární

bezdisperzní 
prost�edí
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Kuzn�covova Kuzn�covova rovnice pro rovnice pro 
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2 3 2 2 2
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2 2 4 3 4 2 2 2
0 0 0 0 0 0

1 ' ' ' 1
'

p b p p
p L

c t c t c t c t
β

ρ ρ
� �∂ ∂ ∂ ∂∇ − = − − ∇ +� �∂ ∂ ∂ ∂� �

2
20

2
0 0

'
2 2

p
L v

c
ρ

ρ
= −Lagrangián hustoty

akustické energie



Kuzn�covova rovnice

Uvedené p�edpoklady spolu
se základními vztahy mezi 
akustickými veli�inami a

zanedbání �len� �ádu vyššího
než druhého

Burgersova rovnice

Johannes Martinus Burgers
1895-1981

2

2

v v v
v

t x x
δ∂ ∂ ∂− =

∂ ∂ ∂
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�ešení Burgersovy rovnic
2

2
0

1
0

P P P
P

y G yσ
∂ ∂ ∂− − =
∂ ∂ ∂

Bezrozm�rný tvar Burgersovy rovnice:

0

' 1
 ;    ;    ;    

s m s

x p
y P G

x p x
τ σ
χ α

= = = =

0

2 U
P

G U y
∂=
∂

Coleova-Hopfova transformace:

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0

0

2
0 0

0

exp 0, d  d
4 2

( , )

exp 0, d  d
4 2

z

z

G y z Gy z
V y y z

P y
G y z G

V y y z

σ σ
σ

σ

∞

−∞

∞

−∞

� �− −− +	 

	 
� �=

� �− −
+	 


	 
� �

� �

� �

Obecné
�ešení

2

2
0

1U U
G yσ

∂ ∂=
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Zobecn�ná Zobecn�ná Burgersova Burgersova rovnicerovnice

Útlum vlivem  viskozity a 
tepelné vodivosti
Relaxa�ní jevy
Mezní vrstva

3
0 0

' '
' ' [ ]

p n p
p p L u

r r c
β

ρ τ
∂ ∂+ − =
∂ ∂

Vlna
Rovinná:

Válcová:

Kulová:

0

0

r r
t

c
τ −= −

00,  ,  0n r x r= = =
1

,  1
2

n kr= �

1,  1n kr= �

Lineární �asový operátor: [ ]L u



TeplTeplotn�otn�--viskózní útlumviskózní útlum

2fα �
1

   

m

α
−� �� �

[ ]Hzf

[ ]
  

dB
pL

[ ]mx0

Vývoj harmonických
v závislosti na vzdálenosti

od zdroje

1.

3.

2.

4.5.
( ) ( )0, sinmv t v tω=

Okrajová podmínka

'
20logp

r

p
L

p
=

52 10  Parp −= ⋅

2

3
0 02

b
c

ωα
ρ

=



Zkreslení tvaru vlnyZkreslení tvaru vlny

0c v+

0c

0c v−

[ ]
   

m/s

v



Vývoj tvaru vlny v závislosti Vývoj tvaru vlny v závislosti 
na vzdálenosti od zdrojena vzdálenosti od zdroje

( ) ( )0, sinmv t v tω=
Okrajová podmínka

[ ]V −
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'
0  [Pa]mP

SaturaSatura�ní jev u rovinné vlny�ní jev u rovinné vlny

1,402γ
1004

J kg-1K-1cp

1,827. 10-5

kg m-1s-1ζ

1,096 . 10-5

kg m-1s-1η

25,87
J kg-1m-1s-1κ

296,15
K

Θ

345,22
m s-1c0

1,193
kg m-3ρ0

1,21β Vzduch, f 0= 20 kHz

174 dB

134 dB

'
20logp

r

p
L

p
=

52 10  Parp −= ⋅
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Vlastní kruhové frekvence: 0 ;     1,2,3,n
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n

L
πω = = �

Celistvé násobky 
základní frekvence

nehomogenní Burgersova rovnice



[ ]
max

Pa

p

[ ]Hzf

2 12f f=

1f

3 13f f=
4 14f f=

VlastnVlastní frekvence válcového í frekvence válcového 
rezonátoru buzeného pístemrezonátoru buzeného pístem

S rostoucí frekvencí klesá 
jakost rezonátoru
Dochází k efektivní interakci 
mezi vlastními a 
harmonickými frekvencemi

Nár�st disipace akustické
energie=>nelineární útlum

Satura�ní efekt

1f 2f 3f 4f 5f 6f

Harmonické jsou v koincidenci 
s vlastními kmito�ty



Potla�ení satura�ního jevuPotla�ení satura�ního jevu

Timothy Lukas

1997



Potla�ení satura�ního jevuPotla�ení satura�ního jevu

Timothy Lukas

1997

(metoda RMS)



Buzení objemovou silouBuzení objemovou silou

TekutinaTek
ut

in
a

Elektrodynamický
vibrátor

Válcový
rezonátor

Ba�kový
rezonátor



Buzení objemovou silouBuzení objemovou silou

TekutinaTek
ut

in
a

Elektrodynamický
vibrátor

Válcový
rezonátor

Ba�kový
rezonátor

Umož�uje
realizovat

RMS



Distribuce akustickDistribuce akustické rychlosti a é rychlosti a 
tlaku u válcového rezonátorutlaku u válcového rezonátoru

[ ]
 

m/s
nv

/x L

/x L

[ ]

' 

Pa

np



Vybuzené vlastní frekvence Vybuzené vlastní frekvence 
ba�kového ba�kového rezonátorurezonátoru

1f 2f 3f 4f 5f 6f

Harmonické nejsou v koincidenci
s vlastními frekvencemi

3f

1f

5f
7f

Nedochází k efektivní interakci mezi 
harmonickými a vlastními kmito�ty

9f 11f

Vyšší vlastní kmito�ty nejsou
celistvými násobky základního

Narušení kaskádních
proces�



Narušení kaskádních proces�Narušení kaskádních proces�



Distribuce rychlosti a tlakuDistribuce rychlosti a tlaku
u u ba�kového ba�kového rezonátorurezonátoru

[ ]
 

m/s
nv

[ ]

'

kPa

np

/x L

/x L



Využití  metody RMSVyužití  metody RMS

Akustické kompresory
Termoakustická  za�ízení
Vakuové pumpy
Akustická levitace



Další metody potla�ující Další metody potla�ující 
satura�ní jevsatura�ní jev

Selektivní absorpce druhé harmonické
Zavedení um�lé disperze
Multifrekven�ní buzení
Kombinace jednotlivých metod



Základní témata nelineární 
akustiky

Nelineární akustické svazky
Nelineární stojaté vlny
Nelineární akustické vlny v nehomogenních 
prost�edích
Akustická proud�ní
Levita�ní procesy
Kavita�ní procesy
Nelineární akustické vlny v pevných látkách 
s hysterezní nelinearitou
Nelineární �asov�-reverzní akustika



Druhy vln�ní

Podélné vln�ní

P�í�né vln�ní

Povrchové vln�ní



Konkrétní realizace rezonátoru Konkrétní realizace rezonátoru 
s prom�nným pr��ezems prom�nným pr��ezem

Vibrátor
(lineární motor)



Akustický kompresorAkustický kompresor

Není pot�eba pístu
Není pot�eba mazacích olej�
Vyšší ú�innost
V�tší spolehlivost
Nižší hladina hluku (35 dB)
�istý provoz
Snadná regulovatelnost



TlakovTlaková vlna uvnit� válcového á vlna uvnit� válcového 
rezonátorurezonátoru







VVývoj ývoj tvaru vlny se vzdáleností tvaru vlny se vzdáleností 
od zdrojeod zdroje

Ideální tekutina

Reálná tekutina


