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Sylabus prednasky Kvantova fyzika

1. Experimenty, které staly u zrodu kvantové teorie: fotoefekt, Comptonuv rozptyl,
Ritzuv kombinaé¢ni princip, Franck—Hertzuv experiment, zareni absolutné ¢erného
télesa a Planckuv zakon, Stern—Gerlachuv experiment, difrakce a interference ¢astic.
Vysvétleni na zékladé novych postulatu (¢dsticovd povaha svétla, vinové chovani
castic, existence diskretnich energetickych hladin latky, spin jako kvantovani im-
pulsmomentu).

2. Stern—Gerlachuv experiment jako zaklad pro zavedeni kvantového stavu. Analogie
s polarizaci v klasické optice, analyza sekvencénich méteni, filtrace stavu. Dira-
cova symbolika bra a ket stavi, skaldrni souc¢in. Operatory a operace s nimi (ko-
mutétor, stopa, reprezentace v Diracové symbolice), vlastni stavy samosdruzenych
operatoru, maticové reprezentace v ruznych bazich, unitarni ekvivalence, diagona-
lizace. Méteni a jeho kvantovy popis, pravépodobnost a stiedni hodnota méfitelnych
veli¢in, relace tiplnosti, kompatibilni a nekompatibilni méfeni, relace neurcitosti.

3. Pozorovatelné se spojitym spektrem, X-P reprezentace, vinova funkce, generator
translace, Heisenbergovy relace neurcitosti, gaussovsky “vlnovy balik”, kanonické
komutacni relace a jejich vztah ke klasickym Poissonovskym zévorkam.

4. Dynamika kvantovych systému, Hamiltonian jako generdtor posunuti v case, Schrodin-
gerova rovnice pro stav a evoluc¢ni operator, feSeni pro Hamiltonian nezavisly
na Case. Vlastni stavy Hamiltonidnu (staciondrni stavy) a nestacionarni stavy.
Schrodingerova a Heisenbergova reprezentace ¢asového vyvoje, aplikace na castici
v potencialnim poli, souvislost s klasickou mechanikou, Ehrenfestuv teorém.

5. Schrodingerova vinova rovnice, rovnice kontinuiy, semiklasické priblizeni, WKB
aproximace, kvalitativni popis vlastnosti stacionarnich feseni Schrodingerovy rov-
nice v 1D, oscilacni véta. Harmonicky oscilator a formalni feseni, zavedeni ani-
hilacnich a kreacnich operatoru, operator poctu ¢éstic, evoluce, koherentni stavy.

6. Propagator, Greenova funkce, Feynmanuv drahovy integral, kalibrac¢ni transfor-
mace pro skalarni a vektorovy potencidl, interference indukovana gravitacnim po-
lem, Hamiltonian nabité ¢astice v elektromagnetickém poli.



7. Kvantové teorie impulsmomentu (tthlového momentu). Generatory grupy rotaci,
rotace pro ¢éstici se spinem 1/2; vlastni hodnoty a vlastni stavy impulsmomentu,
ireducibilni reprezentace grupy rotaci, orbitalni ihlovy moment, kulové funkce jako
X-p reprezentace vlastnich stavi impulsmomentu.

8. Symetrie v kvantové mechanice. Operator parity. Vyuziti symetrie pro feSeni tloh
kvantové mechaniky: atom vodiku.

9. Poruchova teorie s casové nezavislou poruchou pro nedegenerované a degenerované
spektrum vlastnich stavi neporuseného systému. Casové zavisla poruchova teorie,
Fermiho zlaté pravidlo. Piiklady: maser, fotoefekt.

10. Identické castice v kvantové teorii. Princip nerozliSitelnosti, operator permutace,
vztah mezi spinem a statistikou. Stacionarni stavy dvou identickych ¢astic v centralnim
poli, vyménna interakce.
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Lekce 1: Zakladni experimenty
kvantové mechaniky

Koncepcéni otazky kvantové teorie:

Fyzika zavadi nové teorie tehdy, kdyz experimentdlni technika umoznuje
natolik presné experimenty, ze je mozné pirekonat iroven presnosti predchazejici

teorie.
e Klasicka fyzika: makroskopické jevy (bézna zkuSenost ~ Vesmir)

e Mikroskopicka teorie: nesoulad klasického vysvétleni s realitou (sta-

bilita stomu, sifeni svétla)
Pri¢ina odlisnosti kvantové a klasické teorie:
o diskrétni struktura hmoty (atomy)
e nihodnost jevu (statisticka fyzika)

Spojity vs. diskrétni pohled (dualita)
Kodanska interpretace kvantové mechaniky (N. Bohr)

Dsledky:

-nemoznost individualnich predpovédi

-nekompatibilita meteni, princip komplementarity

-kauzalita ano, determinismus ne

-Bellovy nerovnosti: kvantova mechanika neni lokalni realisticka teorie se
skrytymi parametry = zaklad kvantové informatiky



Historické experimenty kvantové teorie:

Pocate 20. stoleti: findlni formulace klasické elektrodynamiky, termo-
dynamiky a statistické fyziky

1) Fotoelektricky jev:
H.Hertz 1887 (objev),  Philipp Lenard 1902 (méfeni energieceV), A.
Einstein 1905 (teoretické objasnéni) - zavislost energie E na frekvenci

v e E=a+0bw [eV]

w =

/ b_h_QW’
h=6.6-10"% [J-4]

kov

~

w

DI

—~
N

W, W

Zvlastnosti, které nevysveétluje klasicka teorie:
- E nezavisi na I

- E zavisi na w



Kvantové vysvétleni fotoelektrického jevu - Einstein (1905)

svétlo je tvofeno fotony, které predstavuji diskrétni kvanta energie,
klidova hmotnost fotonu je nulova, jeho energie je dana disperznimi rela-

ceml
E? = (myc?) + p°c? = h*w?
- w
p=nhk ; p=h—
c

de Brogliho materidlové viny, de Brogli (1923)

Materidlové viny predstavuji jev, ktery je inverzni vuci fotoefektu, tj.
jestlize se svétlo chova jako castice, ¢astice se mohou chovat jako viny
Experiment: Davison, Germer 1927 - difrakce elektronu na krystalu Ni

2) Comptontuv efekt

- 1923  Compton (+ Debye), = zavislost frekvence rozptyleného Ro-
entgenova zareni na uhlu rozptylu — rozpor s vlnovou teorii

Vysvétleni kvantové teorie: zareni se chova jako ¢astice




Bk = hk = — 0
-2
<= hk = hk'cos0' + &”cosgp a hk'sin@ = %”singo
V1i=1(%) 1=(7)
Pak
1 =\ 2 \
(k — k' cosf')* = = (m()(i)v))2 cos® ¢
> D
. 1 (m()U)Q
k”?sin? 0 = sin? ¢
2 o\ 2
h*1 ' )
Tedy,
6/
N — X = 2\ sin? 2 kde
h 2mh
Ae = — = o Comptonova vlnova délka
moc moc
mo =me =9-103kg
61073 19
A= 3 9o5 g qpr = 20107 P m =002 A
zména energie:
0/

)

/ 1 1 2. sin 5
AT = hw = hw' = 2mhc DY = hw - 7
>\+2)\Csin2§

efekt nastava pro Rontgenovo a ~ zareni.



3) Ritztiv kombinaéni princip, 1908

Empirické pravidlo pro hledani ¢ar ve spektrech

e Nové spektralni ¢ary jsou dény jako soucet (rozdil) frekvenci jiz
znamych car!

= AEyy = E — By
| E AEgg == E2 - Eg
2
1 E — AElg — AElg + AEQg
3

— W13 = W12 T W3

4) Franck - Hertztiv experiment, (1913)

nepruzny rozptyl € na atomech Hg v triodé

volt—ampérova charakteristika vykazuje rezonance

Z
7ﬂ_ _______ K - katoda
o A | — A - anoda
U pary Hg |
| 7 - treti elektroda
K



4.9 V - ionizace Hg

4.9

U

5) Zaieni absolutné cerného télesa,
M. Planck, ”oficialni” datum vzniku kvantové teorie 14.12.1900
Planckuv zdkon = genidlni interpolace mezi Rayleigh - Jeansovym a Wi-

enovym zakonem

K objasnéni zareni cerného télesa je tireba vyjasnit zakladni me-

chanismy interakce zareni a hmoty:

Regularni odraz (Maxwell. elmag. teorie)

0=4¢ Snelluv zakon

Difuzni odraz —— "odrazené” zareni nezavisi na sméru dopadu

"Sedy” zaric

bily zafic ... nic se neztrati

\ cerny zaric ... vsSe je absorbovano.




Lambertovsky zaric:

dS
dS
dw

3w, T)

zarivy tok d®
na frekvenéni tihel dw

= J(w,T)cos® dSdQdw

dS co$®

dSs
elementarni plocha, kterou d® prochazi

prostorovy thel, pod nimz vidime dS od zdroje zareni
velikost zmény frekvence zatfeni, které prochazi dS

svitivost

o~

zareni v dutiné = termodynamicka rovnovaha procesu absorbce

p(w,T)

S
p=—
C

a emise!

hustota energie vytazena na objem a interval frekvenci
(W, w + dw)

(j=0-p) — analogie

plw, T)dw = / 40 20w T)dw

— P T) =2 3w, T)

C

vyuzito izotropie a homogenity zareni absolutné c¢erného télesa a jeho

nazavislosti na slozeni latky;,



E
Kirchhoffuv teorém: 7= / p(w, T)dw

Modely pro spektralni hustotu:

2 kroky: 1) spocitat "pocet Feseni vlnové rovnice”

2) secist jejich energii

04 =0 (0%
a divA =0
a
a
A7 1) = A(F)e™!
A(7) = 4 - sin k¥ --- podminka pro stojaté viny
Ak =0
sin(kza) = sin(kya) = sin(k.a) = 0
Ny T Ty 0 n.m
ky = y Ry = y Rz =
a a a
dngdn,dn, = d*n infinitezimalni pocet feseni
1 T [ a
d’n = —dnn’dn = - () kdk =
8 2 \
1 1V
_ 2 _ 2
2 g 2= e

kde 2 v ramecku znaci pocet polarizovanych stavu.

1dEl 1dN L
= ———-¢€, pricemz

Vdw Vdw

energie odpovidajici danému modu cili feseni
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e=kgT ... plati pro termodynamickou rovnovahu a nizké teploty T,
tzv. ekviparticéni teorém

Pro vysoké energie (vzhledem k kpT') plati:

hw
e = hw exp <_kT> ... baromerticka formule, Boltzmanovo rozdéleni
B
( w2
nizké energie , (k% — 0) kpT—— (Rayleigh - Jeans zdkon)
e
p(w, T) = < libovolné energie ?
hiw? h
\ vysoké energie, (k% — 00) 72—% exp(—%%) (Wientv zdkon)

Odvozeni Planckova zakona I : Einsteinova teorie A,B koefici-
entd, 1916

Podminky mikroskopické rovnovahy:

\ E, ... N, ... .pocet atomu v tomto stavu
E, ... N,...pocet atomu v tomto stavu
dW, ... pravdépodobnost emise fotonu do prostorového thlu df2
dW, ... absorbce
aW, = a,, dQ2 + b p(w,T) dS
samovolna indukovana
emise emise
aW, = b p(w,T)d

11



Rovnovaha: pocet T = pocet |

N, (b)) p)dQY = Ny, (ap, +0b) p)dS, pak
Ey,
— hw
N, e kpT T
o — B
N ol e , kde
hw=~F,—FE,
T'—00 = b =b"
1
a
p(waT) - E ho
efsT —1
huw
EpT — 0
a kT
plw,T) = b T
integraci ptres prostorovy uhel
a kBT R.J (JJ2
- - — (8 —= kT ——
b hw (87) B 2
a 1 hw?
—_— — — -
b 813 (2
Pak
1 hw? 1
p(w, T) - Fus

Odvozeni Planckova zakona I1:

12



,,Planckova genidlni interpolace” — je pouzit evidentni predpoklad kvan-
tové teorie pro diskretni energie

En = mn-hw ; n=0,1,2 ...

__Etn

obsazeno s pravdépodobnosti ~ e 87T

__€&n
g gn e kT

g —
o
Necht !
T
0
Pak ¢ = —%an,kde
Z = 3 e (tzv. particni suma)
1 0
= 4 = 1_ o Bhw E = %ln(l—eﬂﬁ‘”)
Tedy,
(e ZH)
= 1 — e Bhw T |efw |
g 1 )
T e "pocet fotonu”v daném stavu
6 _
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Lekce 2: Spin elektronu a

formalismus kvantové mechaniky

Goudsmit, Uhlenbeck, 1925

e ¢ ma vnitini moment hybnosti, jevi magneticky moment (= spin)

eh
po= [SI] — Bohruv magneton
2me,
= CGS
2m.c [ ]
Stern - Gerlach
1922
detekto .
F = —grad (—ji- B)
0B
pec F.o= =
Ag |+ B 0z
atomy (interakéni energie)

méreni spinu - —  klasické o¢ekavani:
kvantovy vysledek: =+ | y |

14
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Einstein - de Haas (1915)

urceni gyromagnetického poméru

N-j+L =0
& zachovani uhlového momentu
N ... pocet e

J ... elementarni thlovy moment é

€

- e - -
N.MeN-g.<2/rn/>-j :g2mL:
L
h

!
I

= g

St

—

M , L jsou méritelné veliciny
J -

s = kgms 2 ms = kg —, coz rozmérové odpovida veliciné p x r
s
iL/mM1~*-dv1~ﬂlq~ I
= - X = - X = - — X e
2/?“] 5 (M=) = 5 —("xp) = gu
elektron: ¢ =2 ... tzv. anomalni gyromagneticky faktor

Sekvencéni SG analyza:

Z+
1) zdroj —— sSG SG, &
Z—
X+
2) zdroj —— | SG 1 sg
). &

15



3) zdroj —— | SG 2 sGy 1 356,
Nemoznost soucasné detekce x, vy, z
Srovnej L=J-&
Polarizace svétla:
E, = Ey % COS @
S.+ ... x,y polarizace _)y = Eyy cos¢
¢ = wt — kT
y |y |
E,=— (Z cos¢ + 1y cos
. . \/5( ¢ + § coso)
xr + X 1
9 E,=— (=% cos¢ + ¥ cos
S04) = =5 (1S.4) % 1S.)
Tt/ — \/5 z+ —
1
S = — (5,4) £ i|S,_
Sy +) 7 (15:+) £ il5.-))

Kvantova teorie

e Stav = kompletni znalost systému

e Linearni vektorovy komplexni prostor

ala) 4+ b|B) = c|lv) , 0 ... nulovy vektor

stav je urcen paprskem ve vektorovém prostoru

16




e dualni baze
la) ... (a] (sloupce vs. fadky)

e skalarni soucin

() = ((Bla))®

(x| ... bra vektor

|- .
Diracova notace
%) ... ket vektor

analogie s Eukleidovskym vektorovym prostorem @-b = (a|b)

e norma ||af]* = (ala) >0

e operatory — stavu pritazuji opét stav
linedrni operator X(ala) + b|5)) = aX|a) + bX|S)
hermitovské zdruzeni X|a) — («o|X*

BIX]a) = (o XT|B)" Va,f
nasobeni operatori XY # YX lale (XY)Z = X(YZ)
(XY)" = Y*XT protoze XY|a) — (oYX

Vlastnosti skalarniho souc¢inu:

(ol ([1) + [b2)) = (eltr) + (pl)
2. (ploy) = alpl)

(ele) = (¢le)”
4. () = 0

e Vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem nazyvame unitarni prostor.

e Prostor je uplny, jestlize kazda Cauchyova posloupnost konverguje,
tzn. tento prostor obsahuje i svoji hranici.

17



e Silna konvergence:
[hn) — |), Jestlize || |¢) — [¢n) || — 0 pro n — oo

e Slaba konvergence:
|1,) konverguje k [1)) ve slabém smyslu, jestlize

Vo eV (ol (l) = tn)) — 0

e Hilbertiv prostor = tplny unitarni prostor stavu

e Separabilni Hilberttiv prostor = tplny unitarni prostor stavi se
spocetnou ortogonalni bazi

e Vngjsi soucin |a) (0]
Zakazané vyrazy: 216) } nedefinované !
Asociativni zdkon: (|a)(8])]y) = |a)((B]7))

déle platf:  (la)(B))" = [8){c|

Hermitovsky operdator: X = X7

Vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou realna cisla a
vlastni stavy jsou ortogondlni!, nebot:
Necht

A‘a/> — a/|a/>; <a//‘A+ — a//*<a//|

Pak

(a"|Ala") = a{a’]d)

prgé? a//* <a//‘a/>

} = (a/_a//*)<a///‘a//> :0

18



—> obecné a’ — " # 0, pak nutné (a”|a’) =0
Tedy |a;) tvori uplnou ortogonalni bazi,
pak pro libovolny stav (vektor) |a) plati: |a) =

Déle, necht

Z CG;— |a;>7

i

kde Ca; =

(ala) = 1 (normalizace skalarniho sou¢inu) —

— Z\%ng = Y (afaj)(dlla)

= (o Z(\a2><a2\) ) =1

—>

Ay = a)(aj]

7

— Yl =

= Y Ay =13 A = Ay
)

Maticova reprezentace operatoru a stavi:

X = Z\a;>
i,]

{ay] X Ja;) (ai] |

¢islo
ddle |a) = ) a}){aj|e),
/i ~ 7/
¢islo
!
1
vektoru |a}) odpovida sloupec aj,

vektoru (a’| odpovida tadek (a; ,a ,...), tedy

11 Vg

oy
) = X|5> — %) =

Fyzikalni interpretace:

19
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e redukce stavu do nékteré z hodnot spektra méreného operatoru

e pravdépodobnostni prirazeni
o) = 3 eylal) [merent] —s |a)
i
o, = lalap)l?
stfedni hodnota (a|Ala) = Za’- [(a|a})|?

1
) i
meéreni = filtrace !

Spin 1/2:
1 20
See = = (14) 1)
1 70
Sye = = (1) &)
(SIS — = |1 & el —

Kompatibilni méreni, degenerace:

pro komutéator plati: [A;B] = AB—BA = 0
Jestlize je spektrum A nedegenerované, pak B je diagonalni, tedy

(d|[A,B]ld"y = 0 = (d —d"){d|Bld") = 0.

Pak  (d'|Bla") = 0 = b(d'|a") = b(aj|a}) = by,
coz znamend, ze B je diagonélni (ovér dosazenim!) a navic

B = 3 laal

', 0/, ...y ... uplnd mnozina pozorovatelnych veli¢in = komutuji,
sejmuti degenerace

(L?,L,) ... kompatibilita = neovliviiovdni se pii méfeni

{d,V,c,...} ... multiindex

) 2Ly Baa ) 25 opet |af)!

20



Nekompatibilni méreni:

[A,B] # 0 ... neexistuje kompletni mnozina vlastnich stavi o', v/

A B C

mﬂ=ww%ﬂzwmwm2
le (b))

Pae F# Pae pokud [A,B] # 0 nebo [B, C] # 0
nekompatibilita = relace neurcitosti:
AA = A — (A); (AA)® = (A%) — (A)
Pokud jsou (A, B) hermitovské, pak

1
(AA)?(AB)? > 1 [([A, B])|?
Dukaz:
— Schwartzova nerovnost
(ala) (B18) > [{alB)?
protoze
({af += A (B)(la) + AIB)) = 0
G
ST
pak

) = AAlx); |B) = ABJx)
(AA)*(AB)® > [(AA-AB),

21



1 1
AA-AB = _[AAAB] + _ {AA,AB},

kde [+,%] ... komutdtor
{A,B} = AB + BA ... antikomutétor
a
1 1
(AA-AB)P = [(AB)P + | [({AA B

Reprezentace - zména baze:

Pokud |a;), |b;) jsou dvé iplné ortogonalni baze, kde |b;) = Ula;) pak U

je unitarni
Unitarita: UTU = UU" = 1,

pak UT = U1
Dukaz:

Maticova reprezentace U:

(a;|Ulaj) = (ailby)
(bila)y = Y (a;[Ua){ag|a)

J
Stopa: Tr(X) = >, (a}|X]|a})
Necht X = U'TXU, pak

Tr(X) = Tr(X')

22



Diagonalizace operatoru:

B|Y) = |V)
det(B—AE) = 0

UAU ! mj4 stejné vlastnosti jako A.

23



Lekce 3: Operatory se spojitym
spektrem, vlnova reprezentace

Operatory polohy a impulzu

¢y = |1y € ... operator, £ ... komplexni ¢islo

pak
{aila;) = 6, — (€i1€5) = (&= &)
diskrétni spektrum spojité gpektrum
analogicky;,

Sl =1 = [aiel =
@) = Yladla) =) = [dg€)a)
ZK@H@HQ =1 — /dg' (€)= 1

(aj|Ala;) = aj i, — (Elelsh) = & o(& — &)

Pod operatorem & si predstavme operatory souradnice nebo hybnosti.
Tedy

+00 $+A/2
@) = [ ywla) "I [ e )
—o0 ' =A/2

24



JANE interval ktery urcuje presnost méreni

normalizace: f do' |(2'|a)|> = 1 ... &dstice urcité nékde v prostoru
je!

3D zobecnéni: © — Z(x,y, 2)

[z, zj] = 0, kde i#7, i,7€{1,2,3}

Translace = posun v prostoru:

T(Az") [2') = |2/ + Az') ; |2') neni vlastni stav operdtoru T
o) — T(A2) |2) = /dx' 2" + Az") (2! |a) =

= /dx' 2" (2" — Ax'|a)
Vlastnosti operatoru translace:
L. {(ala) =1 — (a|TTta) = TT" = 1 (unitarita)

2. T(Az") T(Az") = T(Az'+ Az") (skladani)

T(—Ax') = T Y(Az") (inverze)
4. lim T(Az) = 1 (neutralni prvek)
Az—0

= translace tvori grupu

Infinitezimalni reprezentace grupy:

T(Az') = 1—iA2’K ; K ... hermitovsky operétor

— splnje ¢tyti grupové vlastnosti translace

T(AZ)|2") = x|z’ + Az) = (' + Az')|2" + A2')
Tx|z') = 2'T|2') = 2'|2' + Az')

25



=[x, T]|z") = Az'|2’ + Az') = Az'|2")

= [X, T] = A7 = [Xi, Kl] = Z(SZ] , kde
K= (K17K27K3) a X=X= (X17X27X3)

p

pak je sou¢in  Az'K bezrozmérny a necht K = , kde
konst

P =P = (P1,P2,P3) ,
tedy T(AT) = 11 ooP logie —© — 7
edy T(AZ) = 1—1 - analogie —- =

= [Xi,pj] = Z'h(sij.
Heisenbergova relace neurcitosti:

h2

(AxP) (ap)) > =
Konecna translace:
T(Z')|Z") = |2’ 4+ &) neboli konecnou translaci lze slozit z nekonecné

mnoha infinitezimalnich translaci, t.j.
7p N 7p
T —/ — 1. 1 - ,— — - ,—
) Ninoo< Zm—b) W( h>

dale plati, ze

., Y ., Ai'p
p, T(AZ")] = 0, T jeunitarni, T(AZ)p) = [1—1 : D)

Kanonické komutacni relace:

xi,x;5] = 0, [pi,pj] = 0, [xi,p5] = ihdy
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Kvantovani: (zavedl Dirac, 1925)

prechod od {, },.. — % ,kde
i

{, hius --- Poissonovy zavorky

napr.:
0A 0B 0A 0B

A B = — ey — 5.
{ (p7Q)7 (p7Q)}klas ap aq aq ap nebo {x“pj}klas 5@3

a plati:
{A{B,C}} + {B,{C,A}} + {C,{A,B}} =0  (Jacobiho identita)

Klasické zavedeni:

L Eul I 1 oL oL O, kde L =1L
- — — — = =
agrange ulerova rovnice dt Dd, 4, ; € (q, C])
oL
Y oag T

Transformace L(q,q) — H(q,p) ,

kde H = Zpicji — L (Hamiltonian)

. 9H OH A
a‘QZ_api7p2__aqi7 E_{7}

Vinova funkce a vilnova mechanika:

— x,p — reprezentace kvantové mechaniky
('|a) = ¢a(7') , pak

+00
/ @) di' — Ga(a) € L2,
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(Blar) fdx @bﬂ ") (2').
Plati

WVWN®==/ﬁﬂw%WfWUMMﬂ

Operator p v x — bazi (reprezentaci)

ipAz’
(1= P25 ) = [ ar’ T(as) ) o) -

= /dx’ 12" + Az') (2|a) = /dx’ 12" (2" — Ad'|a) =~

Q

0
[ 12"} (@'la) + A’ e
Srovnanim obou stran dostaneme:

0
pla) = [ e’ ") (=it o(a"|a)

—
. a /
(@lplay = ~ih (o)
/ /! . a / /!
(Z'|plz") = —ih @5(93 — ")
o)
.T}/ pn .I'// — —Zh n (5 .T}/—.T}//
ox’
p — reprezentace:
(Pla)y = Du(p'), atd.
Ptechod:
/ / a / / / / /
o'|plp’) = —ih—(2'|p") = P’ (@']p') ,
('[plp’) B (2'[p) (@'[p)

coz je diferencialni rovnice.

@) = N L I
= (z = N-exp|——] , kde N = :
o b h V2rh
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Gaussovsky balik (vlnové klubko):

— v podstaté kopiruje statistiku Gaussova rozdélent:

(2'|p)) = ! exp | ika' — I—IQ
w3/4/d 2d?

d2
— ) =0, (x) = 5 = (&%)
h2
o (p) = Bk, ((p)) = gm+hW
h2
= (Ap)* (&%) = |
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Lekce 4: Dynamika kvantovych

[ d o
systemu
la, to; t) t >ty (Cas nemuze bézet pozpatku) ... popisuje ¢asovy vyvoj
th—IEO |Oé,t0;t> - |Oé>
a plati
|Oé,t0;t> = U(t,to) |Oé,t0> s kde
U ... operator ¢casového vyvoje cili evoluéni operator.

V libovolné bazi pak plati:

o to) = D cilto)lal) , lontort) = Y cilt)af).

1 1

Casovy vyvoj mé za nasledek, ze |c;(tg)| # |ci(t)], ale
> lalto)P = Y le®).
i i

Dale plati:

1. <Ck,t0|0[,t()> =1 — <Oé,t()‘Ck,t0> =1,
1

U (to,t) Ut t) = unitarita

2. skladani
U(tg,to) = U(tg,tl) U(tl,to) ;o te >t > 1y

i -
3. lim Ulty + At tg) = 1
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Infinitezimalni transformace:

Uty + dt,tg) = 1 —1i Qdt, kde QT = Q ... hermitovsky operator
Necht dale plati:

H
Q= - (analogie s £ = hw), kde H ... Hamiltonian
Pak
H
U(t+dt, t)) = Ut +dt,t)U(t, L) = (1 —i dt) Ul(t, to)
H dt

< ;U'(t‘th,t()) — U(t,to)/ = —1 7 U(t,to)

a Vv

— Ul(t, tg) dt

ot ( ) 0)

0
<— 1h a U(t,to) = H U(t,to)
0 .
— ih 5 |, to;t) = H |a,to;t) , coz je

Schrodingerova rovnice pro ¢asovy vyvoj.

Resent:

1. H nezavisi na case

H
U(t, to) = exp (l 7 (t — t0)>

2. H zdvisi na case, ale [H(¢),H(t)] = 0 Vi, t
ot
?
U(t,ty) = exp -7 /H(t’)dt’
to
3. H zavisi na ¢ase a v ruznych ¢asech tento operator nekomutuje !
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n t t1 tn—1
< [ i
Ut ty) = 1+) (—ﬁ> /dt1 /dt2 /dtn H(t)-H(ty) - ... - H(t,)
n=1 to to to

tzv. Dysonova rada

Casova zména baze:

A H] = 0,
Hlaj) = Eilaj),

pak

= Z|a;>( | exp (—% Ejt>.

Déle, pokud chceme vyjadrit casovou zavislost néjakého stavu |a, to;t),

v, to; t) Z |a’;)(a| v, to) exp ( 7 Eﬂf),

plati

c(t=0) — ¢i(t) = ¢j(t=0)-exp (—; Eﬂf),

specialné pro stav |a};) odvodime

1
|a;,t0> — |a;,t0>-exp (7—1 Ejt> = \a},t}.

Muzeme sestrojit mnozinu vSech vzajemné kompatibilnich operatoru ko-
mutujicich s H. Necht A, B jsou nékteré z nich, pak stfedni hodnota
operatoru (B) staciondrnich stavu nezavisi na case.

V opacném pripadé, u nestacionarnich stavu, tato stifedni hodnota uz na
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case zaviset bude, konkrétné takto:

o * / / U
(B) = chck (a)|Blay,) exp <—ﬁ (E; — Byt
7,k
Priklad casového vyvoje:
— precese spinu
Uvazujme magnetické pole a necht pro vektor magnetické indukce plati:

—

B =(0,0,B).
Pak
e S
H = — (—) -S - B, kde
Me
S = (Sx,Sy,S;) ... vektorovy spinovy operator
tedy
e 1 1 0
H=—-—B-S,,e<0; S, = =-h :
Me 2 0 —1
eBh
Jelikoz [H,S,] = 0, = |+),|—) jsou vlastni stavy s energii F5
o le| B
Definujme déle w = , pak

WS,
H=w-S, a Uea:p(— ht)

Pro libovolny stacionarni spinovy stav plati

@) = el +e =) —

1wt wt
la,t) = cy exp (—7) |+) +c_ exp (—?> |—).

Napft.:

) 1 Y ’ ’ .
necht ¢, =c_ = E a necht se pozorovani uskutecnuje ve smeru osy =,
pak
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(
wt
cos> 7 ve sméru
‘<Sxi|a7t>‘2 = < )
. QWt . _
sin® — ve smeru x
L 2
tedy
h h
(Sx) = §coswt, (Sy) = §smwt, (Sz) = 0,

cOZ je precese spinu.

Relace neurcitosti pro energii a cas:

Korelacni amplituda

c(t) = (ala,ty;t) = (a|U(tg,t)|a).

Rozvoj do vlastnich stavu energie:

) i
c(t) = Z cj|” - exp <_7_1 Eﬂf) :
J
Ptechod ke spojitému spektru:

Z — /dE p(E)

Cj — g(E)

, kde p(F) ... hustota energetickych stavu .

— ) = /dE p(E) - |g(E)? exp (% Et).

Normalizace: [ dFE p(E)-|g(E)]* = 1.
Dale
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pak ¢(t) # OVt a AE-t=h!

Schrodingerova vs. Heisenbergova reprezentace:

— prechod k nestacionarnim stavim

o) — Ulw) ; [6) = U[B),
pak

(Bla) — (BIU"Ula) = (Bla) a
(B X[e) — (B UTX[U o) = (f|U"XUla).

1. |a) — Ula) a neméni se operatory

2. X — U'XU a nemeéni se stavy

Pr.:
translace
dXp
L. |a) — 1—27 ), ale
X = X

1. = Schrédingeruv obraz (pro ¢asovy vyvoj)

o
Il

Heisenberguv obraz

Plati:
AT(0) = A®, o, t)g = |ato)s
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Heisenbergovy pohybové zakony:

Necht A° # A5(t)

dAT 0 0 0
7 — a(U—FASU) — aU—’— . ASU —|— U+AS . &U —
dosad’:Sch.r.

! [A" H]; pouzito gU = iHU.
ih = ot ih
Souvisi s klasickymi pohybovymi zdkony.

dA
Ehrefestuv teorém: (1927)

. ' e d , rd
Pois | formalni kvantovani

— klasické pohybové zékony obdrzime jako vyvoj stfendnich hodnot!

Volna c¢astice:

x;, F(p)] = ih ad
X', = 1 —_
P Ip;
o R oG
P, Gx)] = —ih 5=
Pak 9
oo P
2m
de 1 pj
Regent:
p;(0)
xj(t) = x0(0) + fm
B PJ(()) o iht
—  [x5(1),x;(0)] = m ’XJ] T m
h2t?
— (A1) (Ax) > 7!



ht

Axsqg ~ \/— ... standardni kvantova limita
Q m

pohyb castice v potencialovém poli:

p
H=—+V
5 T Vi)
dpj 1 0
. piH = -
i~ an Pt 5z” %)
de dpj d2Xj 1 de H 1 dpj
. — m Todt2 ik | At moadt
T Y
— — = -
m grad V(z)
d*x o
— M oz) = - (VV(z)) ... Newtonuv zdkon
Matice hustoty:
la) = cy|+) + c|—) ... ¢&isty stav, principidlné neurcitelny

— studujme ndhodny stav (viz analogie: polarizovany vs. nepolarizo-
vany stav)

= stredovani pies ndhodné soubory
Al =) wiloi|Alo) |
i

tj. s pravdépodobnosti w; nalézame stav |a;).
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[A] = Zajw,- [{aila;)|*  vyjddieno v diagondlni bazi |a;)
]

Matice hustoty — p = > wj|a;){a;|

[A] = Tr(pA)!!

Pro ¢isty stav  |ay){cy| plati:
pr=p, Tr(p’) = 1; jimakje Tr(p®) < 1

Casovy vyvoj statistického souboru

= Z w; |ag) (.

Prechod |a;) = |ay,t)

— zh— Zw] H |y, t){ay, 1] — |ag, t){e;,t| H) = — [p, H]
dp 1 . . .
= % = [p,H] ... Liouvillova rovnice kontinuity ve fadzovém prostor

Vlastnosti p:
Tr(p) = 1; p=0,

v diagonalni bazi lze psat p = Z)\ | A (Nl

kde \; > 0 jsou vlastni hodnoty 0dpov1da3101 ortogonalnim stavum |\;).
Ve statistické fyzice matice hustoty definuje entropii ¢ = — Tr(plnp).
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Lekce 5: ReSeni Schrodingerovy
rovnice

Harmonicky oscilator

p ) k
H=—+ —nmwx", kde w = —
2m 2 m
Resent:
zavedeme substituci;
mw L P N mw P
a = \/|— [x T — a s =\ |x-—1—1,
2h mw | 2h mw
kde T
a' ... kreacni operator
o P a [a,a’] =1
a ... anihila¢ni operator
Pak
H 1 Ve .
ata = — — —; N = a'a ... operator poc¢tu éastic
hw 2
Baze:

1
Nin) = nln) ; Hjn) = hw (n—l—§) n)

[N,a] = —a; [N,a'] = a*

39

tj. a’|n) je také vlastni stav a|n)



aln) = v/nln—1), a’|n) = Vn+1|n+1), kde

n ... nezapornd celd ¢isla, n € {0,1,2,3,...}
(N) = (a'a) >0 (normal)
0) ... zakladni stav (vakuum)

1) = allo), |n) = %\m

(nan) = Vnoyn1, (Ma"n = vVn+1ldy.n

_ h - i -
X = %(aJra),p—z T(—aJra)

X - reprezentace:

X + = i
xo dx N = mw

= (2|0) = exp | —

dale,
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Pak

) h
(O%0) = 5 —
mwi = AxAp = -
) hmw
Op?0) =~
Casovy vyvoj:
dp ) dx P
E = —nw X, E = E
nebo také pomoci operatoru a, at
da mw [ p , ,
% = 2_h E — WX —17 wa
da* mw [P . -
W — 27 E + wX = wa
— a(t) = a(0) e “, at(t) = a’(0) !
a také
0
x(t) = x(0) coswt + p(0) sin wt
mw
p(t) = — mwx(0) sinwt + p(0) coswt

Matematicky doplnék:

Vlastni stavy harmonického oscilatoru
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navic

/H €) d¢ e = gzon Onm!

Baker - Hausdorffova identita:

exp (iIGA) A exp (—iG)\) =
P2\
= A+i) |G A] +T G, [G,A]] +

Schrodingerova vlnova rovnice:

V(' t) = (2|a,to;t)
H=_—+ V(x); p,x ... operatory
@V (x)[a") = V(') 6(a" — ')

(obecné je vsak V' = V (t) nebo v elektrodynamice je
V ~pA+ Ap)

0
= zha (2|a, to; t) = (2'|Hla, to; t)
8 2
. —\I’ / - /2‘11 / / ‘If /
= Zh@t (', 1) 2mV (', t) + V(") W(2' 1)

kde W(z',t) € L*(—o00,00)
—  S.vl. rce - zéklad vinové mechniky (Schrodinger 1926)

Casové nezavisla vlnova rovnice:

1E,
(@'|a, to;t) = (2'|a,to) exp ( ht> )
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pak

h2
— 5= VP up() + V() up(@) = B up(e)
d? 2m
— U(z) = f(2)¥(z, kde f(z) = — (V(z) - E)

— Diskrétni vs. spojité spektrum

Obecné vlastnosti stacionarnich stava v 1D

d>W

Asymptotické chovani: proi U(x) = f(x)¥(x)
T

—  Predpoklad : nechf f(x) > s* proz>a

kde s, >0 ... realné konstanty

dvé nezavisla feseni: Wi, U,

U, (a) = Uiia) = 1
/1( ) 5(a) L W, U, > 0
Vi(a) = VYs(a) = 0 ’

Wronskian

d
%W = (fo— fi) wv, pak
W(\Ill,\lfg,fﬁ) =1
Protoz ! 0. plat
rotoze > , platl
() U () P
— = 0, kd = =



Uvazme rovnici:

Y ) wy = cosh »(x — a)
w' = x"w , pak

wy = sinh »(x — a)

W (u, v, x9) — Wiu,v, 1) = /CE2 (fo(2) = f1(2") u(z)v(z)dz" .

Z1

Necht Ti=a, To=1T>a

a fild') = f(z), foa) = 5

a u=WV;, v=coshx(z—a).

Pak

Uy (x) sesinh »(x —a) — V() cosh»(x —a) =

Ydz'

= — / (f(2') — %) Ui(2)) cosh »(z —a
a S ~~ d
>0 >0 >0

Ul (x) sinh »(x — a)
> :
Uy () cosh »(x — a)

—

pak po integraci a odstranéni prirozeného logaritmu dostaneme:

Uy(z) > coshx(x —a)!

Analogicky: uw =W,y , v =sinhx(x —a)

W (x) - %cosh »(x —a)

- Uy(z) —  sinhsx(z —a)

pak po integraci v urcitych mezich obdrzime:

, Uy(x) > In sinh »(x — a)
Uy(z1) —  sinhx(z —a)
Wy(21)

sinh s¢(x1 — a)

1

e \DQ(I')

vV

sinh »(z — a).
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Pokud bychom uvazili limitu 1 — a , pak hodnoty
Uy(a) = sinh »(0) = 0.
UzZijeme-li L’Hospitalovo pravidlo o limitnim podilu % , pak

v (a)
s cosh 5(0)
sinh »(x — a)

Uy(z) > sinh s (21 — a)

P
Zaver 1:
pro x — o0 Wy, Uy diverguji jako ~ exp(sx)

Zaver 2:
existuje prave jedno linedrné nezavislé reseni, které

pro x — oo je shora omezeno funkei A -exp(— »x)

Dukaz:
W(\Ill \IIQ ZC) 1
/ - ) ) — < 0
i W) ¥
/ f(l’) - W "
plr) = —F—— > > 0.
(W5)? (W)
Tedy ¢ > 0 a klesd = existuje limita:
lim = a > 0.
T—>00
Protose 0 < 1 . >sinh%(a:—a)
rotoze _gp—p—\DQ\I’,2 a 9 > >
li li ! 0
> 1m 11m — )
v—00 WoWy = 2—00 ginh s(x — a)

cosh x(z —a
i (v~ a)
pak v limite * — o0, ¢ = p.

p stédle roste — 0 <p(z) <.
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Uvazme: U_ =Uy(x) — a¥y(zr) je opét feSenim !!  pak

vy
lim =0, protoze ¢ =— — a.
Tr—>00 \PQ
Jelikoz je p < o, muzeme psat
1 1 sinhsx(z —a)

V. < ¥ —p¥, = — <
= T b = WUy cosh x(z — a)

1

— cosh »(x — a)

< 2 exp|— x(x —a)| !,

a také

U (z) = V) (1—g) < 0 prox>a
p
Tedy: U_(z) klesa k 0 pro o — oo,

0 < V¥ (2) < 2exp|— »(x—a)l

Zaveér 3:
Necht U” = f(z)¥(x), f(z) = — kK +A(z), lim A(z) = 0;
T—>00
ma fesent

U(zr) ~ A-sin(kr + wy) ,

které je normovatelné na ¢ - funkci.

Obecné reSeni Schrodingerovy rovnice:

Necht V(z) je po ¢dstech spojitdna (—oo, +o0)a lim =V, (konstanty)

r—+00
2m(Ve — F
\/m(i )>O

Necht Vi, >V_ ; s,

Pak pro FF < V_ existuje pravé jedno teseni, které konverguje

vW(2) — exp(—spz), = — +00
VO (z) — exp(—s_z), x— +00.

Ostatnf tesenf diverguji jako exp(+ srx)
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1. Pro E < V. <V, mohou existovat pouze negenerované reseni
ti{dy L?, tj. diskrétnf spektrum (vdzany stav)

2. ProV. < E<V, a x— — oo jefeSenim periodicka funkce,
pro x — + oo je feSenim funkce ~ exp(—s x) obdrzime ne-
degenerované vlastni hodnoty spojitého spektra.

3. Prox — £ oo je feSenim periodickd funkce.
Reseni odpovidd 2-krat degenerovanému stavu spojité ¢dsti spek-
tra(Castice se muze pohybovat jak doleva tak doprava).

Souvislost s klasickym popisem:

Jestlize F patii do diskrétni casti spektra, c¢astice muze klasicky vy-
kondvat pouze finitni (prostorové omezeny) pohyb.

Disledek 1:
Nedegenerovanost diskrétniho spektra = vlnova funkce je realna.
Dukaz:
V" = f(x)¥, kde V je realna funkce, pak W a W* jsou teseni, tedy musi
byt linedrné zavislé.
= U=V, U=0p+iy, tedy
p—ix = e (p+ix)

Disledek 2:
Redlné feseni je konvexni (konkavni), pokud

f(@) >0 (flx)¥P<0).

Oscilacéni véta:

Necht diskrétni spektrum je tvofeno energiemi
E1<E2<"'<En,

pak W, (z) popisujici stacionarni feseni s energii E, ma pravé (n — 1)
nulovych bodu.
Silneéjsi veta:
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Mezi libovolnymi dvéma body funkce W, (x) lezi pravé jeden nulovy bod
funkce W, 1(2)

Dikaz: — sporem

Necht u =V, (z), v=V,1(z), fo—fi=FE,—E,1<0

U (21) W1 (1) — Uy (22) Uy (22) =

— (By— Eun) / ) (x) do s (%)

T
kde x1, 2o jsou nulové body a x1 < x,.
Necht W, >0 na intervalu (z1,25), pak W/ (21) >0,
W’ (25) < 0. Necht W,,; >0 naintervalu (z1,x2), tj. nemd na tomto
intervalu nulové body, pak z (*) plyne

L>0, P<O0 — spor !!
Interpretace vlnové funkce:

p(', 1) (2’|, to, > ... hustota pravdépodobnosti

/ ot &P pravdépodobnost

0 S
8—': + divj =0 (rovnice kontinuity)

" ' h
j = — g (W grad¥ — (grad¥™)¥] = — Im(V*VU).
2m m

Hermitovskost V — potencidlni energie ve Sch. rci ... dulezité !!
j(z,t) Pz = @ ...~ dynamika kapalin
m
Historicka interpretace p jako hustota latky. Tato predstava byla ne-

udrzitelnd z duvodu kolapsu vlnové funkce.
Klasicky vyznam vinové funkce:

U = \/pexp (% S(x, t)) ... polarni rozklad
VY = \pVyp + 2V VS, j= L Vs
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= aerw(p-v) =0

Klasické priblizeni: WKB tesSeni (Wentzel, Kramers, Brillouin)

2

h ;
~5 VU4 VU =BV, U =,/p- e
m

h? ) 2i 1 )
~ 5 (V \/E+EV\/EVS—ﬁ\/ﬁ|VS| >+

[oyp i _0S
+\/EV—ZFL[W+7—1\/EE

h malé — aproximace h V2S < |VS|?
1 5 S

coz je Hamiltonova - Jacobiho rovnice pro akci

oS oS

o T H (5—%7 ¢i) =0

Stacionarni reseni

S(z,t) =W(z) — Et, pPolag = V - w

analogie: geometricka optika ~ klasickd mechanika
vlnova optika ~ kvantova mechanika

1 D teSeni:
dw ,
= +v2m(E —V(z)), W(z)==% [ /2m(E - V(2'))dz
dp dp 1 9 [0S\ . o
5 = 0, Y + . (p 8x> =0 (rovnice kontinuity)

P Cil_W =+ p+/2m(E — V(z)) = const
T
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const 1

M e
(o t) = - ;O_nsé(x) exp (i (%) / da'\/2m(E =V (2)) — %t)

coz je WKB teseni

Srovnej:
— pravdépodobnostni interpretace feSeni harmonického oscilatoru
Podminka platnosti WKB:

2

B d>2W dW
dx? dx
h 2(E—-V)

= <
V2m(E = V) o

~ charakteristickd vzdéalenost zmény v

= A — 0

E >V(z) — klasicky dovolena oblast
E <V(x) — komplexni rozsiteni

V(1) ~ % exp <i (%) / da'\/2m(E =V (2)) — %t)

neplati pro £ = V!, protoze A — oo

v okoli bodu xy1, 29 je E =V (z)
dv
tj. V(r)=F——
dx

(x—x9)+ ..., T=121,%9
o

e B 2m dV
dZU2 h2 dZU T=x

tj. Tesit Schrodingerovu rovnici pro konstantni silu (napt. gravitaéni po-

(x —xp)u=0

tencidl,...)
oblast I — II:
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4 E .
2 1 [
cos | — da'p(z’) —
/E—V(2) fz/z plw)
| arg)
oblast IIT — II:
1 1T
U~ exp | —= [ da'\/2m((V —-E)] —
Y E - V(JT) h i)
2 1 [*
: cos |+ da'p(z’) —
JE—V(2) ﬁ/m plw)
| arge)
pak
arg(l) — arg(2) = nm  (jednoznacnost v oblasti II)
tedy

/ da'\/2m(V — E) = (n+1/2)7 h
(Sommerfeldova kvantova podminka § pdg=nh)

.
argument 7:

V(z)— E ~ %(I — 1)
Vig)—E — E-V(z)=(-1)(V(z) — E)=¢e™(V(z) — E)

—(z —xy) —> zménaoe'l
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Priklad: ”volny pad”

— modifikujme

V= mg\x\ , T € (_OO?OO)

lichd feseni W =0, pak z; = —mﬁg . Xy = mﬂg

= /’”g de\/2m(E —mglz|) = (2k — 1+ 1/2)7h , k=1,2,...

& /m_g dz/2m(E — mgz) = (k — 1/4)7h
0

Pak /3
B, = 3(n — 12/4)7T] . (mg2h2)1/3

— souhlasi s presnym feSenim
Model pro vazbu quark - antiquark mg = F ~ 10° N

Virialovy teorém:

V rovnovazném stavu je potencidlni a kineticka energie rozdélena nasledujicim
zpusobem

2(T) = (rVV)
Dukaz:

d 1
e —». - — = H — 0
(Gm) =)
p I P/ | pipi
H=—+V(¥), pritom |x;p;, =
2m 2m m




Propagator a Feymantv drahovy integral

(@l to ) = 3 (@'la) el to) exp (—%(t _ t0)>

a/

(d'|a, tg) = /d3x'<a’|x’><x’\o¢,to>

tj. baze |2/) ... vlnova funkce
') ... dynamika

pak
U(z" t) = /d?’x'K(:I;",t,J:',to)\lf(a:',to)
K" t, 2 ty) = <x”ew\a}'> = Z(x”|a'>(a'\a}') e~
Princip kauzality v integralni rovnici — propagator K
1. K splnuje Schrodingerovu rovnici
2. pocatec¢ni podminka }LH(l) K(2" t,2' t)) = (2" — o)

= K je Greenova funkce !!

1 '
— srovnej O(z) = 4—7'('6/ d*x’ %

2m ot

Duvod pro¢ 0(t — ty) vystupuje ve vySe zminéné rovnici je diskontinuita,
nebot pro t <tyje K =0,tj K=K -0(t—t;) (kauzalita).

2
(—h—V"Q + V(2") — ih2> K(2" t, 2 tg) = —ihé* (2" — 2)6(t — o)

Propagator volné céstice:

H=- P
2 Y
1 +oom (2" — )
K (2" t, 2" ty) = i | dp’ exp <z - )



oo (0-10) - ot ().

Propagator a statisticka fyzika:

G(t) = / P K (e, 0) = / | (2 ]a)? |
e i = Z e o ,

it
. . i/BEa o/
B = 7 G — z(p) = E e (parti¢ni suma) .

al

Propagator = amplituda prechodu

K (2" t,2' ) = (2", |2, ty) |

relace uplnosti: Vt; /|x,t> (x,t|d®z =1 .

Zakon skladani amplitud prechodu
tj.

K(xn7tn7x07t0) — /dxan(xnatn7xn17tnl) )
/d.%’n_gK(.%’n_l,tn_l,I‘n_g,tn_g) K(Il,tl,l’o,to) .

—  zaklad pro drahovy integral
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akce

ta
S:/ L(q, qt)dt
t

1

Klasicka mechanika — 65 = 0 — odpovida jedina draha.
— Princip minimalni akce
Kvantova mechanika — vSechny dréhy interferuji

7 Lia, qt)dt’>

<£E'2,t2,5171,t1> ~ €XD (Z h

... je véhovy faktor drdhy (g, ¢)

(ot 1) = /M D(x(t)) exp <z /:N dt%)

T

Feymmanuv drahovy integral

(TN, TN, 21, 11) =/d$N1<$N,tN,IN1,tN1>

<'CEN717 tN*la Xy, t1> —

' —xy_1)?  iVdt
:/dl‘N—1 o exp (zm(xN n-1) L )K(xN—latN—laxlatl)

2mihAt 2R At h
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Necht ay —aon_1 =& —malé; ty —ty_1 = At, pak

m oo imé2 iVdt
(At t) = 35— /_OO d€ exp (%At— - )<x—§,t,x1,t1>.

Potom

0
L ~ Ata<$, t|£L“1, t1>

oo imé? 1Vt
pw/_oo dﬁexp(2hAt><1— 5 +>
2

0 1,0
((x,t,xl,h} — §£<x,t,x1,t1> + 3 2@<x,t,x1,t1> — ..

— v daném rozvoji do ivahy zahrneme pouze ¢leny do fadu (At)!, pak

0 h? 02
Zha<$,t,xl,t1> = <—%@ + V) <I’,t,$1,t1> ,

protoze

+oo ime2\ ihAL\ %
[ aeeon(gim) Vi (5)
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Lekce 6: Kalibracni invariance v
kvantové mechanice

Potencial a kalibrac¢ni transformace:

Viz) =V(r)+V
—  nezménisilu F = — grad V(z) = — grad V(z)

o, t; 1) = ei B0 o ) =

Kalibraéni teorie: E— E+V
——  zména faze kvantového stavu — interference.

Ad

— Vo (t—1
Interference ~ cos (¢ — ®y) , AP ~ Yo (= to)

h

lim h -0 = interference vymizi.

Experiment: — gravitacni sila

klasicky
mi = mV @y, = —mgZ
kvantove . .
- — V2 Py | ¥ = ih —
( QmV + m @, th —

— zavisl na (%) "
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Feynmanuv integral:

tn
1
<xm tnj Tn—1, tn—1> = = exrp Z/ = (= i — gz ) dt
2mhAt ¢ b \2
/7 . / m
zavisi na — ale
d2
ﬁ@c} = — gz  nezdvisi nam (Ehrenfestuv teorém)

Kvantova predpovéd':

m
— netrividlni zavislost dynamiky na e

Gravitace je prilis slaba na mikroskopické trovni!

Pr.:

Bohrtuv polomér atomu:

mu? 1 e

— = — a mrv=nh < nA=27r, kdeneN

r dmeg 1
dmegh?
— ay = 20 . ap = 107 ~ 1¢A

e*me

Gravitac¢ni pusobeni mezi neutronem a elektronem:

ag — L @ ~ 1039
GngmN , FG

Interference indukovana gravitacnim polem(Werner 1975)

— neutronovy interferometr

Vo
rozdil fazi: Ad = 5 At
Iy
At =—; Vo=myuglysind
v
mygls sin o l_1 m%glllg)\ sin h

R v h? ’ )\:mnv

Mechanické vysvétleni:

2

p——l—mgz:E
2m

zména vysky z — zména impulzu p — zména vinové délky A

o8



— efekt je pozorovatelny !
pro Ao = 1.42A | Ijl, = 10cm®> = A®~55.6~9-2r

Kalibrac¢ni invariance a elmag. pole:

1
H = - (p—eA)* +e® | kde
m
(P — eA)? = p2 — AP — ePA + 2 A2
Dynamika
dx 1 pP—eA
— = — [dX,H] =
o = 77 0% H] —
dx
tedy o m <p!, p ... kanonicky impuls
. dx . > : o
T =m i p—eA ... kinematicky impuls
pi,p;] = 0 ale [m;,m;] =ihei By

2

— H = b
2m

Ehrenfestiiv teorém — definice Lorentzovy sily:
d*X dm - 1 [dX _ - dx
— = — =¢|EF+=-(— x B — B x —
e T 6{ +2<dt dt)]

Shrodingerova vlnova rovnice:

1 [— ihV' — eA(2)] [— ihV' — eA(x))] (2'|a, to, t) +

2m

0
+ eV () (2|, b, t) = iha (2|, to, t)

Rovnice kontinuity:

%\ givi— 0. K
a—l— wy =0, e

S h e )
g = —Im (V'V'U) — — A|Y|
m m
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e
(formélné vsak plati prechod Vi— V —— A)

h
- ()
B / d3 /:
a/mj(x) —
Kalibrac¢éni transformace
o — ¢, A — %TJrgradA

oA S S

obecné ale plati o — ¢_E’ A — A+ gradA
, 04 B,
pro E=— grad¢—a, B =rot A

— — B:L’
Napt.: B =(0,0,B) dostanemepro A = ( — - O) nebo (B, 0,0)
p neni kalibracné ekvivalentni, 7 vsak je.

Je-li A= A+ grad A , pak

) — a) =7

Pozadujme:
(a|x|a)y = (a|x|]a) pro libovolny operator x
(ala) = (a|a)
@) = G )

—

tj: GTXxXG=x, Gt (ﬁ—e/f—egradA)G:ﬁ—eA

e
— G =-exp (ih A) , protoze

A A A A
exp | —i > pexp i = exp | —i ¢ p,exp | i -
e e
+p = — exp <z’ 7—1A> 1hV (exp <z’ 7—1A>) +p = p+egradA
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tj. pri kalibracni transformaci plati:
o, t0) — |t t)) = exp (z‘ % A) o, t, o)
U2 t) = exp (z % A) (', 1)

S — S +eA, A — A+ g, protoze

—

j = 14 (VS +eA) —  invariant
m

Bohm - Aharonovuv efekt (1959)

F =¢eE+7xB); E=B=0-—F =0

Ap = (k1 —ky) -7 ~ Ak-x,

2m 2m d
2m d
= =3I
I = Iy (1+cosA¢) AP =2mn ... maximum
=(2n+1)m ... minimum

Bohm - Aharonov
—  elektronovy rozptyl na dvojstérbiné ovlivnény solenoidem magne-
tického pole

uvnitt civky: vné civky:
AT = AZ - O AT — Az — O
4 Br 4 BR?

¢ Ty T o

uvnitt civky: B, =By, =0,B, =B



vné civky: B, = By = B, =0
elektron € jako volna céastice ~ vlina v elmag. poli

16

— U = |J|- 7 = |V

| e
p— p—eAd, a — a—%g.f’
celkem Aa = — € / A di
A J(dréha)
tJ ACZl = — E / ffd?z’, ACKQ = — E / ffdf’
hJa B
0o = Aa; — Aoy = € A drP Stokesozva veta
hJo-m
e S e o .
h /(5) h (S) h

® ... magneticky tok

Magnetické pole neovliviiuje smér drahy elektronu e, nicméné & # 0
a dojde k posunu interferencnich prouzkiu.

Zavislost gravitacné indukovaného posuvu faze na tihlu rotace:
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Lekce 7: Rotace a impulsmoment

Ué Uy

rotace v, R vy

U; Uy

T T
RR" = RR =1, \/v§<2+vg,2+v’zz = \/v,2<+v}2,+vg
Rotace —— nekomutujici operace

T ™ ™ T
RGRAS) # R5)RS)

cos¢ —sing 0

R.(¢) = | sing cos¢p O konecnd rotace
0 0 1
1— 622 —e 0
R.(e) = e 1-— % 0 infinitezimalni rotace
0 0 1
R, R, cyklicky © — vy, y — 2, z —
0 — 0
Ro(€)Ry(e) — Ry (e)R(e)=| € 0 0 | =R.(e)—-1
0 0 0

Rotace v 3D prostoru:

Reprezentace: |a)r = D(R) |«)
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D=1-iGe (Drehung = rotace)
Je to unitarni reprezentace, kde G je hermitovsky operator

G — k, k=1,2,3

h
obecné -
I
Pr.: N
. Js ¢ i3
= 1 1—i— — - —
D.(¢) = fim ( "h N) b ( n ¢>
Vlastnosti R — Vlastnosti D
(matice 3x3) (unitarni reprezentace grupy rotaci)

Identita R-1=R — D(R)-1=D

Sklédéni Ri-Re=Ry — D(R)) D(Rs) = D(Rs)
Inverze R-R'=R;-R=1 — DR)- D YR)=1
Komutativni zdakon neplati!

Asociativni zdkon Ry (RyR3) = (R1R2) R3 = R1RoR;

podobné

D(R1) [D(R2)D(R3)] = [D(F1)D(Rg)] D(R3) = D(R1)D(R2)D(R3)

Z komutacniho zédkona pro R, , . vyplyva:

[Jw, Jy] = ZhJZ obecné [JZ, JJ] = ZhEZJkJZ

— komutaéni pravidla pro ihlovy moment

Piiklad: spin 1/2

So = 3 ([H){=]+[=)+)

S, = i L (— [+~ +|-)+]) je realizace j na 2-dimenziondlnim
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prostoru

Pak napr
(Sz) = rlal Sy |l)r = (o DijDZ )
— T (| H ) ) e TP = S,cos6+ S, sine.
Analogicky
(Sy) — (Sy)cosp+ (S;)sing
<SZ> — <Sz>
Tedy
Sk) = ZRM (S;) (vektorova transformace).
Ale
o) = \+><+|Oé>+\—><—|04>
_j Sz —q [
— e 7 %a) = ¢ |+><+\a>+e ? =) (=)
= |@)r, — | !
Transformace = precese spinu !!
H:_<i)§§:wzsz
Me
wt
S 2
w = el , pak U(t,0) = e h ; p=" perioda precese
2r  Am
t=2.-— = — perioda vyvoje stavu spinoru

Experiment: Neutronova interferometrie, (Rauch 1975)

Precese spinu neutronu v magnetickém poli

B h
ﬂ o= o magneticky moment, ¢, = —1.91

w = gn 9
mp mp
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Interference [ ~ cos (:l:% —|—5)

Podminka pro maximum:

Ap = 2r — AB =

Pauliho formalizmus: (1926)

+) = (é) = oo ) = (?) - v
(H = 1,0) = b, -l = 01 = KL

vektory = spinory

o)y o fo-i) (10
P Ao )" i oo )T Lo <1

ol =1, i=1,2,3

{O’Z',O'j} = 2(5@', [O’i,O'j] = 2i5ijk/’ak
— 0,0, = 5ij+i5ijk0'k
o109 = — 0907 , o‘lT = o;,, deto; = -1, Tro; = 0
3
o-ad = E O 1.4
k=1

. a—:ﬁ ¢ ¢ = = . ¢
ex —7 — = COS— —1o0mnsin —
p 2 2 2

SU(2) , SO(3) , Eulerovy thly

Rotace v euklidovském prostoru je dana 7, ¢ ... 3 volné para-
metry (vime pro¢? pochopime z analyzy volnych parametru... )

RRT =1 = 9-—6=3parametry
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Zobecnime-li rotaci v euklidovském prostoru, obdrzime nejprve rotaci
na dvojdimenzionalnim vektorovém prostoru (tj. prostor spinoru - zo-
becnénych vektoru (cy,c_)), kterou popisuje grupa SU(2). Zobecnénou
rotaci na tiidimenziondlnim prostoru pak popisujeme grupou SO(3).

lci|*+|c|*=1 (norma)

Transformace na prostoru spinoru je unitarni a det A = 1.
Tedy transformaéni matice A ma nutné v SU(2) tvar

A( a b)
—b* at
A7 = A" a detA =1,¢t. a2+ =1;
a® —b a b _ 1
b* «a —b* a*
on
o (32) (%)

Ropec = Rla,B8,7) = Ru(v) Ry(B) R:(a) ,
a, B,y ... FEulerovy thly

Dale plati:

Dukaz:

Ry(B) = R.(a) R,(8) R.'(a) , pak

I
oy
Q\
=
)
g
2
oy
g
L
I
)
g
2
oy
<
=
oy
R
B
)
&
2
I

Pak



coz je ireducibilni reprezentace grupy rotaci

Dl 8.7) = (= 1/2,m'| D, B,7) Im, j = 1/2)

Ireducibilni reprezentace operatoru tthlového momentu (Born,
Heisenberg, Jordan 1926)

=33, =J+3+1J

[J%2,J2] =0 = existuje spoleénd osa

Studujme  J?,J3
Necht Jy=J;4+4iJy ... posunovaci operdtory , pak

[32,3:] =0, [J3,d5] = +hds.
Ozna¢me J? |a,b) = ala,b) , J? |a,b) = J? |a,b)

pak
I3 (J1 [a,b)) = (b+Rh)(Js [a,b))
P(Ix fa, b)) = Ji (3% ]a, b)) = a(Jx |a,b))
— Jila,b) = cila,b+h) .
Plati ]
J-J5 = 5 (I = JJy) 20
proto existuje  bpax tak, ze Jy |a,bpax) = 0

s J_J. |a, b)) = O

(J* — A3 — J2) |a, byax) = O,
— a = bmax(bmax + h)

Podobné:
|a bm1n> — JJrJ* |a7bmin> =0
J+Jf J J + A3, a= bmin(bmin — h)
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— bmax - bmin a - bmax S b S bmax ) pak

bmax = bmin + nA ... konecény pocet kroku < 2by.c = nh .

s . max . n
Necht j = l potom j:§.

Maximalni hodnota J3 je celé nebo polovinové ¢islo.
@ = bax(bmax + 1) —  a=hj(j+1).

Necht b=m-h, me{—j,—j+1,...,0,...,5—1,j}.

-~

2j+1 stavu
Potom

I |j,m) = B (G +1) |j,m)
J3 |]7m> = mh ‘j7m>
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Lekce 8: Orbitalni impulsmoment,
Schrodingerova rovnice pro atom
vodiku

E =7 X ]3 ; [Lu LJ] = Zgzgkth

00 L 00 .
1—1 HLZZ 1—1 f(xpy—ypx) , t.].

) T
[1 — 1L, g] |2,y 2 = (1 — 1 %5@ '+ %5@5 y') 12,y 2y =
— |.CL’I o y/(sgp)y/ —|—.CL’/(SSD,Z/> )
Proto
/ / / . 6@ / / / / /
(', y, 7] <1—Z sz) ) = (2" + 900,y — 2'p, |a) =
0
= <T707 Y — 590|Oé> = <T70790|Oé> T 590% <T707 gp‘a>

(#|L.Ja) = —z‘h% (', a),

» . _ 0 0

(Z'|L;|a) = —ih (— sin ¢ 50 cotg 6 cos ¢ 6(9) :
—/ o . a . a —/
(@'|Ly|a) = —ih <COS¢ 59 cotg 0 sin ¢ %> (7, ),

1 0? 1 0 9,
—/ L2 - 2 e : e )
L) = = h Lm?e 052 " 5in6 00 <Sm¢ ae)]
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Kineticka energie vs. L? :

L>=a2’p’ — (Z-p)*+ih?-p

Dukaz:
L’ = €;32:Pj EtmkTiPm = (010 m — im0j1)TiPj T Pm =
= 0i0jmi(xip; — 1h0j3)Pm — Oim0jixiP; (Pmai + thdp) =
= a:2p2 — Zh(fﬁ) — 5im5jla:,-pm(xlpj — z'hélj) — Zh(fﬁ =
= 2’p® — (¥p)” + ih(TD)
Plati:
(@'|(#p)|a) = 7"+ (—ih) V') (2'|a) =
= —ih 7"'3@’\04) protoze
or' ’

§-grad ¢ = , kde ¢ = (2']a)

or+35-e)—0o
£

. a9 (0 L0 )
— <(£IZ' )2>:_h27"§<7"§ )Z—hQ <7ﬁ287"/2¢+7ﬂ% )

L ipfa) = — T (a2 22 ey — L e
(+'Ip?a) = s wla) + (a0 — 5 (T2a) )

2m 2m

Schrodingerova rovnice v centralné symetrickém poli:

2 2
(o e ) 0+ V()= B

ﬁ@r or  h2r?

2m
L2
centrifugalni potencial
2mir?
Keplerova iloha  V ~ e e
eplerova uloha (7“)——7, e G—W
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Necht — ¢(r,0,p) =

Y (0, )

—

O*R, 2mE  2me*  I(1+1)
arﬁ( ER R )Rl“)—o’

dale

LY}, (0, phi) = K21(L + 1)Yi(0, phi) , kde
1€{0,1,2,...}, -l<m <1

1. Uhlové cést Vi (6, @) ,resp.  Y/™(6,¢)
—  kulové harmonické funkce

2. Radialni ¢ast  Ry(r)

ad 1) Y7(0, ) = (7, 1,m)

—> L.|l,m) =mh|l,m) / (7]

. 0 m m

Yim ~ ezm¢7

Vlastnosti: (I, m/|l,m) = 81O

1 2m
= / d(cos6) / do Y[ (0, 0)Y™ = 61y 0mm
-1 0

tzn.: Y/ resi rovnici

Y .0 0
L+|l, l> = 0 — —zhe ¢ <Z% — COtg9%> Y}l = O
I ié . (—1)F 20+ 1)(20)!
— Y}—cl-e‘bsm@,cl— 5111 \/ e .

Obecné:

[ [ —m)! ,
VP 00) = (-1 2 G B (cos) e ke
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P™ ... Legendreovy polynomy a plati
1

dm
= P(x)t'; P" = (1 —a®)"*—P
V1 — 2t + ¢ zl: o) = ) dzm !
| — celociselné, musi odrézet 27 periodicitu R3
ad 2) Radialni ¢ast feseni
R [2m 2me* (1 +1)
B+ Ri=0
dr? i [hQ i h? r r2 :

hleddme vézany stav [;° RR*ldr=1 FE < 0!

E >0 ... rozptylové stavy ~ jako volna céstice
dominantni ¢leny:

r — 0 plati R’ —I1(+1)/r*R=~0

— R~r* — ala—1)=Ill+1) = a=1+1

2m

h2

2m

ER~0; 7= 2

r — oo plati R"+ E,E<O0
— R~e .

Hledame tesSeni ve tvaru:

Ri(r) = rl“e_WF(r)
me?2

necht 2z =2vyr, k= W, pak

d*F dF
— 2—2)— — 1—k)F=0.
v + (2042 —2) 7 l+1—k) 0 (%)

Kummerova diferencialni rovnice:

Poznamka:
hypergeometrické funkce a Gaussova rovnice

2
2(1 - 2) %—i—[c—(a—l—b—l)z] %—abqﬁzo.
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Hledame tesSeni ve tvaru:

Rekurentni relace:

2(1—2)2° Z c,(v+o)v+o—1)2""+

+c—(a+b—1)z]z° ZCV L abz” chal’:O,

v=0 v=0
dale

coo(c+o—1)2""1 + Z[CV_H(I/ +o+1)(v+c+o)—
v=0

—c,(v+a+o)(v+b+o0)]"7 =0,

(v+a+o)(v+b+o)
(v+14o0)(v+c+o)

oglc—=1+0)=0 ataké c¢,11 =

Regen:
- yb+aﬁ
= 2° 2" kd
z Vz; o). e
(@), =ala+1)-----(a+v—1) ... (Pochammertuv symbol) ;
o ... index TeSeni
1) 0=0
—  ¢1(2) = 2F1(a, b, ¢, 2) = Z c(z hypergeometricks fada
v=0 V :
2.feseni o=1—c ...
Degenerovana hyperbolicka funkce:
x

T

T d*¢ T do

— x(l—g) pr C(al)gx] 7y @ =0,




necht b — oo

— 2¢"+(c—2)¢' —ap =0 (Kummer)

Reseni: ¢(z) =1Fi(a,c,x) = Z; ((Z;Zf'
Asymptotika: ¢ ~ ¢, ¢~ efg_ diverguje!
Resenf je polynomidlni rozvoj — pokud
a = —n pak muzeme rozvoj useknout
(a)y=ala+1)-----(a+v+1) ... (Laguenovy polynomy)
Nechf a =1+ 1—Fk, c=20+2 (viz (%)), pak Feseni muZeme hledat ve
tvaru
F=c1Fi(l4+1—Fk20+2, 2vyr)

Podminka normovatelnosti:

l[+1—-—k=-n,, n.=0,1,... ,tj. k=n,+1+1=n  kde
n ... hlavni kvantové ¢islo, n € {1,2,...}
)
me 2m
k= = ___F
Vh2 v 12
A )
me* 1 1 e
- Fky=—— —==—-= kd
" 2h? n? 2a9n?’ ¢
h2
ap=—= ~ 0. 5A  Bohruv polomeér
me
1e _
Ey=— 5= —13.6eV ... vazebna energie atomu vodiku v zakladnim stavu.
ao

Obecny tvar vilnové funkce:

Grim (1) = Nyrle " 1 Fy(=n,, 21 4 2, 27,7) - Y,"(6, ©).

Pro danou hladinu FE),, existuje

—
—_

n— n—

l
Zm: (20 + 1) = n? stavi

m=— l

l

|
=
|
o
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Degenerace:

pravdépodobnost nalezeni e v dV
Woim = [V |*r? d(cos §)dpdr.

atomy vodikového typu (He™,Lit*,... )
e2 — Z-e®, Z— pocet protoni v jadie

Spektrum (emisni, absorb¢ni):

A /1 1
hw, —=E, — B — ¢ ( )

o3 \m? 2
11 me*
Vin=R (——-=] , R= ~3-107 157!
<m2 n?)’ 47h3 °
R ... Rydbergova konstanta
Ptechody dom =1 ... tzv. Lymanova serie
m =2,3,4 ... Balmerova serie (viditelné spektum), Ritzova - Pashe-

nova, Bracketova serie)
n ~ 100 Rydbergovy atomy (~ 10%a)
E >0 ionizovany atom

Matematicky model struktury atomu vychazi z aproximace nezavislych
castic v centralnim poli
Elektrony jsou usporadany v energetickych slupkach charakterizovanych
kvantovymi ¢isly ~ n,

Spektroskopické znaceni:

Elektronové konfigurace:
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V prvnim sloupci jsou periody Mendélejevovy tabulky.

Energetické hladiny atomii:

Atomy vodikového typu, jemna struktura a LS interakce:

— prvky alkalickych kovu (Na, K....)
5 v i=.g

Mps =
(e S\[F 7L av]
—\ mec mec  r —e dr|
1 1dV - = 1
= (L-S) 5 je pak v relativistické korekci
mac? r dr
Dimenze:
1 dV &> h?
(= — 2 o =2
r dr ap - ag mee
M — ~ A=
(MLs) m2c? a} ‘ a}
2 <ML5> A2
M) a0 " P (M) a 0
e2 1
2 pt

p
4
\/m2c —I—p202 ~ — m302 ,

coz je stejny rad jako relativistické efekty.

Typické rozméry atomu, elektronu a jadra:
7



Bohriuv polomeér, urcuje typickou velikost atomu ay = % ~
0.5 - 1071%n, kvantova mechanika

Comptonova vlnova délka, urcuje ,,velikost”volného elek-

tronu jako vlny \. = % ~ 3.8-107m, kvantova elektrody-

namika

Klasicky polomér elektronu, charakterizuje elektron jako
nabitou kulickou vazici na sebe relativistickou energii r. =

e

— ~ 2-10""m, kvantova chromodynamika

vSechny tyto konstatnty mikrosvéta jsou v pomeéru kon-
a2

. . _ &2 _ 1 arnall!
statnty jemné struktury a = = = 37, J€ bezrozmérna!!!

Symetrie v kvantové mechanice

Klasicky: ¢ — q;+0q; ... L konst.
oL d Euler — Lagrange
9 dt 0q; d 8_L _ oL
dt 8%’ 6qz~
d , L
7 Pi= 0 =zakon zachovani
kvantova mechanika: ‘
e
S§=1-—-G
h

S
G

operator symetrie

generator

Invariance vici8 — 8T HS8=H

dG

G,H =0 — e 0 (Heisenberg)
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Schrodingeruv obraz:

|g/7t7t0> — U(tatO) |g/> ) pak
G (U lg) = UG |g) = g'U(t, o)
Degenerace U, 8] =0,
jestlize H |n) = E,|n) , pak
H 8 [n) = E.(8 |n)) ,

pokud |n) #8 |n) = existuje degenerace.
Pifklady:  [J,H]=0 [J2H] =0

[
—  (2j + 1) nezavislych stavu se stejnou energif

Operator parity

— inverze souradného systému

—

r — —7; |la) — mla),

nt ¥mw=—F, m ... unitdrni operdtor ,
X7+ 7wX =0 ... antikomutuje.
Necht 7 |2/) =€ | — 2'), déle plati =« |2) = |2/)

— =1, wl=xat=mx, vlastnicslaw jsou *+1

L dr .
==
P= {m, B}
[m, L] =0, [w,J] =
-1 0 0
L=Fxp: ©=| 0 -1 0
0 0 -1

Vlastni stavy operatoru parity, L2, L

—

polarni vektor 7t Amw=— A
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axidlni vektor 7+ A w=A (tzv. pseudovektor),

analogicky pro skalar:

'S = —g-:i”, ale
' L-Sm=1L-5
Vlnova funkce a operator parity:
+ W(a)

wla) = £la) — Y(=2') = :
— ()

Ne vsechny stavy maji definovanou paritu! Napt. |p/), ale

w|l,m) = (—=1)" |I,m)
Yr(=i)  — (=1 Y"(#).
Pokud |7, H| =0, |n) ... nedegenerované spektrum, pak |n) je vlastni

stav .

1
Dukaz: 5 (1+7) |n) ==+ |n) je vlastni stav w a H

Vybérova pravidla:
Necht 7 |a) =¢, |a), ™ |8) = ¢c. |8), pak
(Blr|a)y =0, pokud eg# — e,.

(Blzr|a) = <B|7T*17m71'*17r\0z> = — epcq (B|z]a) .

Naruseni parity pri slabych interakcich:

— 1956 slabé interakce nejsou invariantni vuci 7

pP...nm7d% — -7
CPT teorém T ...t — —t
C' ... nabojové zdruzeni

80



Lekce 9: Poruchova teorie

H=H;,+ \V

(Hy+AV) n) =E, |n), A1
Hy [nY) = EO |n0)

nedeg. spektrum

Poruchova (perturbaéni) teorie

casove nezavislé V <
degen. spektrum

casove zavisla porucha

~ ~ / . / / 0
1) c¢asoveé nezavisla porucha, nedegenerované spektrum ET(L )

An=E, — EY
(ET(IO) —Hy) [n) = (A\V — An) |n) .

Pozor <n(0)\E7(10) — Hy[n®) = 0!

Definujme projektor @, =1 — [n(0)(n©)] = Z |k(0>><k(0)|, pak
k#n
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Protoze (nY|A\V — An|n) = 0, plati
(AV = An) |n) = ¢, (AV = An) |n) ,

5, (AV-A L e n®
n) E720>—H0¢ ( n) |n) Co n7)

N 7

inverze na prostoru

homogenni reSeni

[tera¢ni rovnice pro |n), volme normalizaci takto:

(n(o)\m =1 —c,=1

In) = [n) + dn (A\V — An) |n)

EY — H,
ataké A, =X (nV|Vn) .
Necht

n) = [n@) + X [nM) + A2 |n)) +
Ap=XAW A2 AR

a srovname ¢leny podle \*

2 |vnk‘2
Ap=E,—E® =XV, +\ Z—

P E E( )
A k() W”’“‘ A2
n) ) + Z\ — T Z .
k#n Ek: k#n

Priklad: Kvadraticky Starkuv jev
Vodikovy atom (n = 1) v homogennim elektrickém poli.

=2
_— Hozp——l—V()(T), V:—€|E‘Z
2m

12
Ap=— e |E|zp + € \E|QZ% , pak

k =1, coz je jedina nedegenerovand hladina,
2z = 0, coz je dusledek vybérového pravidla pro operator parity.
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2)  casové nezavisla perturbace: degenerované spektrum
Vnk

E,— EY
—_———
— 0

H=H,+\V, |m?) ... baze

> diverguje — V=0

Degenerace hladiny F

(0 0 0
m) 0 :

Hy = | =E
m9) 0 0 F

Al(1> = (DIV)IDY v nové bazi.

Priklad: Linearni Starkuav jev

Atom vodiku v homogennim elektrickém poli: Uvazujme castici s hlavnim
kvantovym ¢islem n = 2 = 4xdegenerovand hladina

—  (n,L,m) =(2,0,0);(2,1,-1);(2,1,0),(2,—1,1)

jsou bazové vektory

V = — ¢|E|z
Vybérova pravidla Am = 0, |Al| = 1.
Maticove:
2s 2p,m =0 2p,m=—1 2p,m=1
0 (25|V[2p,0) 0 0O
V- (2p, 0|V |2s) 0 00
0 0 0 0
0 0 0 0
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c = (2s|V[2p,m = 0) = (2p,m = 0|V |2s) = 3eap| F|

0100
V- . 1000
0000
0000
Nova baze [I(0) = L (|12s,m = 0) + |2p, m = 0))
\/i 9 Y
Al = 3eqy|E|

4 x degenerace— 2 X degenerace + 2 X nedegenerované spektrum

Degenerované spektrum - formalni matematické reSeni

Im©)) ... baze na podprostoru degenerovanych stavii (obecnd)
10y .. vlastni stavy pro A — 0

‘l(0>> — Z<m(0)|l(0)>‘m(0)>

0= (E—Hy—\V)|l) =
= (E— E% — A\V)Py|l) + (E —Hy — AV)P4|l)

P() = \m0><m0\ ; P1 =1- P().
Pak
(E — Ep — APgV)Py|l) = AP VP I}, (1)
—A\P1VPy|l) + (E —Hy — AP, V)P4]l) = 0. (2)

Z (2) na prostoru P1JH

A

P|l)=P
=P 5], v

P, VP|l).
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Po dosazeni do (1) dostaneme

(E — EY — APyVP) — N*PVP;—
1

— P, VP
APV "E_H, - \V

P,VP,) Py|l) =0

Piiklad: LS interakce

baze L2, 82, J%J, : J=L+S

9

1ch> h2

1 .
Apij=(V)= S22 <; o 3(](] +1) —

m2
=1+1/2
1 /1dV,\ B l ’
_l(l+1)_3/4):2m262<;dr>3 (—(l—l—l)) ’

j=I—1/2
. 1
protoze LS = 3 (J2 —L? - S?%)
Priklad: Zeemanuv efekt
— Atom vodiku v homogennim magnetickém poli B
- 1
A= -5 (By;—Bz;0)
Pp—p—ecd
2 2 42
19) e - - e A
H=—+V_.(r)— —(pA =
p’ o€
=5t Velr) =5 —(divA) — o2 S B(~yp, +apy) =
0
2
p e 37
= —+V.(r)— —BL
2m + Velr) 2m



Vysledny Hamiltonian (Pauli):

2

e
H= 2"— + Vilr) = 5—|BI (L. +25.)
m m
wr,
wr ... Larmorova frekvence
baze Yt ; 0
0 77/}an
Energie: E;zlm:Enlerth(erl)
E//

nlm=FEpim+wri(m—1)

Casové zavisla poruchova teorie

H=H,+ V() — nestacionarni problem
la) => ¢,(0)|n) ... pocatecni stav
o, t) = S e, (t) emwbnl |n) ... Gasovy vyvoj

Volme reprezentaci:

o, ) = enfol|o 1y, t)g ... interakéni (Diracova)
Ai — ei ﬂhltASez‘ %Qt
Pak
iyl to. t)s = — Hoe o |ov, b, ) g + emH (Hy + V)|av, to, t)g =

_ Q%Hotve—%Hot e%H0t|Oz, to, t>S = ‘/I|Oéa to, t>S
0

iha la, t); = Vi |, ) Schrodingerova rovnice v Diracové reprezentaci

E, - E,
h

<77,|Oé,t0,t> =Cy 5 Wnpm =

1hé,, = E Vo emmte
m
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In) ... stavy neporuseného Hamiltonianu, V,, = (n|Vs|m)

Priklad: Presné reseni pro 2-hladinovy model

Hy = e [1) (1] + E2[2)2],
Vo= ye™t [1)(2] + ye ™ [2)(1] 5 wyy = B35

' C'l 0 ,Yei(w—wgl)t 1
1h , = .
Co ,Ye—z(w—wgl)t 0 Co

Volme ¢;(0) =1; ¢2(0)=0

2 / 2 2 _
77 (w—wa)
c(t)]? = sin?Qt: Q= —
(t)? = A
: : g
(Rabiho relace) —— rezonance pii w = wyy ; Q= >
w ... frekvence potencialu ,
wo1 ... vnitini frekvence prechodu

— cykly absorbce a emise:

les(®OF + le2(t)] = 1

spinova magnetickd rezonance

— spin 1/2 v magnetickém poli

B = ByZ + By(T coswt + §sin wt)

Hy=— S0 (| - 1))
V(t) == G feoswt( [)(—| + |-} (+] )+
+ sinwt( —i|+)(—| +i|—)(+] )]
e[ By

Wy = frekvence spinové precese

Me
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Hy=12) | |elhBi
—y=[)  2m

Fyzikalni interpretace:
2817 coswt = By (T coswt + ysinwt) + By (T coswt — ¢sinwt)

Maser: Microwave Amplification by Stimulated Emision of Ra-
diation
— medium - ¢pavek N Hj

Zjednoduseny model - ¢astice v dvojité jameé:

— symetrické feseni |s)
o Ea > Ej
— asymetrické feseni |a)

H, 7] =0 —|s), |a) maji paritu £+

1 1
|R) = E(IS) +la)) 5 L) = E(M +la))

nejsou stacionarni stavy!!!

1 e
Rot) = —= e T (Is) +e 5 o))

- oscilace = tunelovy jev mezi jAmami
- nekonecné hluboké jamy = degenerace
- |R), |L) jsou stacionarni stavy, ale nejsou vlastni stavy operatoru m# —-

naruseni symetrie

Priblizné resSeni ve formé perturbacni rady

i oty = Vil 1),
la, ty = Urla, tg)
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y t . t
Uf(t,to)zl—%/ Vj(t’)U(t’,to)dt’zl—%/ Vi(tdt' +

ﬁo tO

s 2 t
+ (%) / Vi(t)dt" + ... (Dysonova rada)
to

i) ... pocatecni stav |, (n|U(t,to)|i) = c,.
Pak
A = (n|i) = 0

n

. t
c;:—if (n|Vi]i)dt
hJo

P(i—m) = ‘Cg—l—CTlL—F...‘Q

Model - po ¢astech konstantni potencial

: t : iwnqt’
1 —e'™ni
0:5 1:_1 Zwmtdtlvziv~
C, ni s Cp A A € ni A ni iwm-
|Cl|2 _ 4|Vm‘2 i QUJmt
" (B, — E;)? 2

spojita reprezentace ¢ —n , F; ~ F,

Piw= > laf — /dE p(E)|cn(E)? =

E~E,
/Sm ( 2h )(En—m)2 P(En)

) 1 sin® az

lim — 5— = 0(r) vede ve vztahu (*) na

a—o0 7T ox
2m
?t ‘Vm‘Q p(E)
P 2pi 9

Wiosn = 7 h' lp()En:EZ_

casova hustota pravdépodobnosti ptechodu z 1 — n
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2
w = Vi |Vm|2 (E, — FE;) ... Fermiho zlaté pravidlo

Harmonicka porucha:

V(t)=V-e“ + Ve ™ V=V()

- = Vm + V* ,
h W + Wi Wi + w

coz vede na

2
Wi = pz|vm|2 3(E, = E; + hw)

27
Wy = —|Viil? g(E, = E; + hw) ... absorbce
— h
21
Wi = HH/MP g(FE,=FE;—hw) ... emise
wpi(absorbee)  wy;(emise)

g(horni hladina)  g(doln{ hladina)

(Podminka rovnovahy — viz zéfeni abs. ¢. télesa)

Interakce klasického elektromagnetického pole s elektronem

P’ v
H:—+e¢——A , divA=0
2m Me
Elmag. pole — polarizovana vina
A= 2A0€ cos (f

A wt)
C

Pak
Ap = Ay(€P) [eigf ~h 4 komplex. Sdruz.} :

V=—— Ayep) ¢ . porucha
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2 o
wiﬁnzg( )\Aom e85z 5 1) - (B, — Bi — hw)

—  proces absorbce energie (nepruzny rozptyl)

Ucinny prufez:

energie absorbovani/jednotku casu

g =
tok energie

tok energie = energie/(jednotka ¢asu)(jednotka plochy)

hw - (2%) eg <?”L|€Zlm€ m | |A0|2 (En — E, — h(,d)
g = —
s-cew?| A |2
4mh [ € o o |2
T 2w (%) |<n|e kg ﬁm‘ |Ao? 6(E, — E; — hw)

Fotoefekt - prechod elektronu € od vazaného k volnému stavu

3/2
zZ
|Z> o Vézany stav ~ 6—27“/@0 ()

g
n) ... |ks) ... volny elektron
eiksT 2mnx
k) = Sy o k=2

3
dn L
2
Existuje celkem n=df) o dE = (2#) 2 kf dEdS) stavu

k2h?
2me,

do AT R 0z gy 2 kL
Q) lfotoefekt — m2w 1" PIT " 208

s energii E =

Fotoefekt pro atomy vodikového typu:

Q.
q
Ch
ks
e
N
ot
—_
{
o1&

— —23262]{3]’ — , Cjz f—



Vypocet maticového elementu:

o 3/2
< () —ikyT o . ; =
(gle’= e i |i) = 5/ d’x 6L3/2 ST (—ihV) e Fm <_> _

St

ao

(8) 2 7 |4 7 1 < e 3 — T r—ig¥ - 7 w
<k:f‘€( p‘l>:(§7€f)m<—> /dZUB ag q Q:kf—g
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Lekce 10: Identické castice

Nerozlisitelnost = nemoznost obarvit riuzné dveé caatice, tj. neni mozné

rozlisit vic nez vlastnosti popsané tiplnou mnozinou komutujicich operatort.

Nemoznost rozlisit trajektorie

— superpozice — interference
K)@lk")@ mnebo [k )k ) 7
¢astice jsou nerozlisitelné, ale ket-vektory |k") , |k”) ano a plati
(K'E") = dprpr

Obecna superpozice:

W) = a1l K)IE") + cof K) K7

Vyménna degenerace - stav neni urcen!

Regeni: — symetrie (antisymetrie) stavu
Operator permutace:

Py |[KNE") = |EMKY ... zdména (1) za (2)
Py =Py, P%Q = 1, vlastni hodnoty jsou £+ 1

Aplikace na spin S0, S
Pozorovatelé A, A,

A1 ‘CLI>|CL”> — a/|a/>\a"

A2 ‘a/>‘a//> — a///‘a//>‘a///
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Pak

P12A1 |a/>|a//> — a/‘a/>‘a//
— PpA PPy |d)d) = PLpAPL |d")d
12A1P 15, Pyy |a')[a”) 12A1 Py, |a”)|a’)

A,
Hamiltonian dvou identickych c¢astic
Pi | P
[H, Plg] =0 = P12HP1_21 —H , P je integél pOhybU.
+1 ... symetrické stavy ; —1 ... antisymetrické stavy
1
K K ) e = —= (IK)|K") £ [K")]K))

S

2

812 = %(1 —+ P12) , resp. A12 = %(1 — P12)
... projektory do symetric., resp. antisymetrického podprostoru

Rozsiteni na mnoho identickych castic:
Operdtor permutace Py [k', ... k' k) = |k o kKL L)

P;; =1 ,ale [P;;,Py] # 0 obecné

Priklad — 3 identické castice
\EDYEY K" celkem 3! permutaci (k' # k" # k')

1
V6
+ [KOIE)E) £ [K7)R)E") £ KR ") £ ) [E)E")]

‘kl’ k”, klll>i — [lkl>‘k//>‘k///> :|: ‘k//>‘k/>‘k/l/>+

4 stavy ... smiSend statistika
Spin a statistika:

- systém N identickych ¢astic je popsan symetrickou vinovou funkeci, po-
kud maji celo¢iselny spin (Bosony) nebo antisymetrickou, pokud spin
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je polociselny (Fermiony)

P;; |N identickych bosonu ) = + |N bosont )

P;; |N identickych fermionu ) = — |N fermionu )

Fermiony — Pauliho vylucovaci princip = 2 fermiony nemohou byt ve
stejném stavu.

Porovnani pro 2 ¢astice ve stavech |k') | |k”):

Fermiony: —= (|k/)|k") — [K")|K"))

K) 5 I 5 5 (KR + (K1)

S

Bosony: |K

~—

1
V2

Klasické chovani (Maxwell - Boltzman):

(K'Y E") 5 ") IK')
[EVIK) 5 KT E")

kdy mohou byt ¢astice ve stejném stavu?

F(0) 5 B(2/3)

Klasické pravdépodobnost: (2/4 =1/2)
Dusledek: - pro T — 0 bosony tvoii tzv. Bose - Einsteinovu kondenzaci

Priklad: 2-elektronovy systém
— antisymetrickd vinova funkce W(z,¢), kde

x ...prostorova cast & ... spinova cast
Obecné:

\:[112 - Z Z C(ms17 m52) <:U17 Msy 5 225 Msy ‘OZ>

Necht [H, S‘%ot] =0; [H,S.] =0, pak
Uiy = ®(z1, 22) X12
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Baze pro spinovou cast:

X++

1
— (X4—+X_t) b triplet =1, m =410

V2

X—— )
1
— =X singlet [ =0, m =0
\\@(M X—+) g

Xi2(ms,, ms,) = <

Antisymetrie vinové funkce:

(X1, Mg, To, Mg, |P1o|a) = — (x1, Mg, T2, ms,| )
; .
P, = P%ros or Pg)m

: +1 triplet
Cvicent: P%:)m = % (1 + % g . S(l)) — { _ p
— 1 singlet

Pak

U(xq, x9) symetrické =y antisymetrické

U(xy, x9) antisymetrické =y symetrické

Dusledek pro teseni Schrodingerovy rovnice:

5 R R V(zy)+V(xy), V(x1a) zanedbano
2m  2m
— [H,82 ] =[H,S.]=0

HU — BV lze fesit jako
U =wa(r) wp(za) - x ; symetrizace = W= ®(xy,29)x

By, 79) = % (wWa(z1) wp(@2)) + wa(s) wpz) , kde

WA B -..Jjednocasticova reseni

1
P12 = 5[ wa(@n)? lwp(x)]* + |wa(ao)]* lwp(e:) [P+

+ 2Re(wa(z1) wp(w2) wi(z1) w%(m))} PaidPzy |

vyménna hustota
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X ... triplet = p(z,x) =0

Vliv klasické separace:

wa(z1) # 0 awp(x2) #0 = pro =5 |wa(z1)|? lwp(ze)|* —
— klasicka faktorizace

jestlize se vlnové funkce neprekryvaji — netfeba symetrizovat

Reprezentace obsazovacich cisel:
N identickych castic
vektor

{al €™ M) = Jat ) 2™ EY)

— lze rozlisit 1. , 2., atd. index, nikoli ¢astici!

Bosony |zt &L, ..., 8) = (NDY2 S |zt &b, .. aN, &l
1 &
S = Il g P; ... soucet pres vSechny permutace
P

NI
1
A= N Z e;jP; ... antisymetricky projektor
L=

Rozvoj vinové funkce:

1 o
¥, S) = N1L/2 /d3xl...d3xN Zm(gﬂ,gl,S) a2t et 2 EN,S)
' 3

Porovnat s N—dimenzionalni vinovou fukci podobnych ¢astic:

o) = /d%l. LdY S w({a€) o €LY, Y S)
§

|({I, f})‘2 ... pravdépodobnost nalezeni 1. ,2. ,... indexo-
vané castice
U ({z, &1, 9) ‘2 ... pravdépodobnost nalezeni jedné
permutace

— realizuje se skutecnost, kdy poradi rozhoduje vs. kdy poradi nerozho-
duje

97



Napi. analogicky napt. u antisymetické vinové funkci pro fermiony. . . zména

znaménka pri permutaci

jiné reprezentace (obsazovaci ¢isla)

i) L)) lely)

- kazdé |c}) probihé celé spektrum
- ve vektoru se &islo ¢V objevi Ny-krét, ¢ se objevi Ny-krat, atd.

ZNZ-:N, N; >0

N

Nyl N, !
které generuji podprostor  H(Ny, No, ..., Np,...) a plati

= celkem kombinaci, tj. vektoru,

H = E H'(Ny, Ny, ...), N;...obsazovaci ¢isla
N+ Nott Npy=N

N!
Nyl UNG L

NN, 5) = ( ) S 1l Jei2)

|N17 N27 c A> = (N)1/2 A |65111)> ‘07(122)> te

N ¢ésticové stavy identickych (nerozlisitelnych) ¢astic s definovanou sy-
metrii(antisymetrif)

Efektivni popis = druhé kvantovani

— popis stavi na Hg (N ¢asticové symetrické stavy).
Necht

‘leo,NQZO,...,an1,Nn+1=0,...>:‘Cn> ,kde

lc,) ... stavy jedné ¢astice
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1,0,0,..., 8, N =1) = |er)

¢ti jedna castice je ve stavu ¢y, resp. co
0,1,0,..., 5, N =1) = |c9)

10,0,0,...,5, N =0)=10) zadna castice

Definujme kreacni operator:

al [Ny, Ny, ..., Ni,..., S, N) = (N + 1)Y?|N, Ny, ..., Ny, + 1)
[éLé;r'] =0

anihila¢ni operator:

a, |Ni,No, ..., Ny, ...,S, Ny = (N)Y2 [N\, Ny, ..., Ny —1,..., 8 N —1)

Pak

ATN: TNk
ayr't...a

N2 (N2
(V1) (N!1)

4. 4{] = 0j

N1, No, ..., Ny, ..., S, N) = 0)

Prechod mezi bazemi: |c) — |b)

b) = Z<Cm|bn> |Cm)

m

al(b,) = Z(cm|bn> al(c,) vztah mezi kreacnimi operatory

m

Formalni analogie s tvarem vinové funkce v |z, &) reprezentaci

U(z,€) = (2,€]0) = ) (,€]e;) (| P)

J U(cj)
a transformaci anihila¢nich operatoru

V(z,§) = a'(z); V() —a,
U(z,§) = Z<x7€‘0j> a<cj)'

j
— 7 Kvantovani” vinové funkce spoc¢iva v tom, ze ji pritazujeme operatorovy

charakter. Popisuje mnohacasticové systémy identickych ¢éstic).
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Analogicky fermionium se ptifazuje komutator, resp. antikomutator.

Uziti druhého kvantovani:

— kvantovani pole
Elektromagnetické pole = bosonovské pole

—

A(z,t) ... vektorovy potenciél
2
Az, t) = Z/dgk Apa(z,t) ... spektralni rozvo]
A=1

Apa(z,t) =k, \) [A(k, \) exp (ikZ — iwt) 4 exp (—ikT + iwt)]
Elk, Na(k,N) =6yv ; k=0

Necht kfn) =2Tn ; n=0,1... "kvantovén{”
Diskretizace:

& = % / dPx(E? 4 *B?), pak ze vatahu pro diskretizaci obrzime
1%

2

E=2:Ver Y Y KAz, t)A(x, 1)

A=1 k

Nechf §=hk, E=hw=cq,kde
q ...1impuls ko vinovy vektor Pak

& - H

Tedy



= elmag. pole se chova jako systém oscilatoru rozliSenych polarizaci a

vinovym vektorem (frekvenci).

Ptechod ke spojitému rozdéleni:

) B hatA (g, \)
ale. A = Jim =gy
3
Aqg = (27;1) - Ag; = 22'71 — 0

pak

[a(q, \), & (¢, \)] =0
(g, ), al(q, \)] = 0wd(7— q)

A d’q = Lgn | oAt —Lqx
Alz) = 47 mh — z/ 0 £, ) a0 4 + &) ¢ i)

Druhé kvantovani — stavy elmag. pole(diskrétni verze) —
— j—ty mod.

AT(QJ,AJ) ‘Nl,...,N> = (nj—l—l)l/Q ‘Nl,...,Nj+1,...>

H=H ® H

systém pole-

101



